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 اگر b ،a و c سه جملۀ متوالی يک دنبالۀ  حسابی باشند، داريم:
  a c b+ = 2
ar2 در نظر می گيريم. اگر اين   سه جملۀ اول دنبالۀ هندسی را به ترتيب ar ،a و

. ar
2

2 ar2 و  ، a2 سه جمله را نصف كنيم، به اين جملات می رسيم:
طبق  پس  دنبالۀ حسابی اند؛  يک  متوالی  جملۀ  سه  بالا،  سؤال، جملات  گفتۀ  به   

aدرس نامه می توانيم بنويسيم: ar ar a ar ar2 2 2 2 2
2

2 2+ = ´ ¾ ®¾ + =´

¸¾ ®¾ + = Þ - + = Þ - =a r r r r r1 2 2 1 0 1 0
2 2 2( ) Þ =r 1

r شد، پس قدرنسبت جملات دنبالۀ هندسی ۱ و در نتيجه همۀ جملات آن با هم  =1
a :جملات دنبالۀ هندسی ar ar ar a a a ar, , , , , , , ,2 3 1

 

=¾ ®¾ برابر می شوند: 
d طبق گفتۀ سؤال اگر اين جملات را نصف كنيم، دنباله ای حسابی با قدرنسبت 
a a a
2 2 2, , , خواهيم داشت: 

بنابراين می شود؛   d =0 پس است،  صفر  بالا  حسابی  دنبالۀ  قدرنسبت  كه  است  واضح 
r است. d+ = + =1 0 1

۲ -

b قطع كند»،  a و  «اگر اين سهمی، محور xها را در نقاطی با طول های
b ريشه های سهمی هستند. a و يعنی

 اگر مطابق شكل مقابل، دو 
نقطه با عرض يكسان روی يک سهمی داشته باشيم، 
) برابر ميانگين طول آن دو  )xS طول رأس سهمی

xنقطه می شود؛ يعنی: x x
S =

+
1 2

2

)S باشد، معادلۀ اين سهمی به صورت زير می شود: , )a b  اگر مختصات رأس يک سهمی

y a x= - +( )a b2

D باشند،  Ax با شرط0< Bx C2
0+ + = b ريشه های معادلۀ درجه دوم a و  اگر

:جمع ريشه ها S B
A= + = -a b :ضرب ريشه ها         P C

A= =ab داريم: 

a b2 2 2 2+ = -S P
، محور yها را در نقطه ای با عرض C قطع می كند. y Ax Bx C= + +2 سهمی به معادلۀ

B كه عرض يكسانی هم دارند، روی اين سهمی قرار  y( , )-5 A و y( , )3  دو نقطۀ

. xS = - + = -5 3

2
دارند؛ پس طبق مورد (۱) درس نامه، طول رأس اين سهمی می شود1

)S می شود.  , )-1 1  عرض رأس اين سهمی برابر ۱ است، پس مختصات رأس سهمی
حالا به كمک مورد (۲) درس نامه، معادلۀ سهمی را به صورت زير می نويسيم:

y a x a x x ax ax a= + + = + + + = + + +( ) ( )1 1 2 1 1 2 1
2 2 2

Þ = + + + *y a x a x a
A B C
  

2
2 1 ( )

به  (۳) درس نامه  مورد  به كمک  را  اين سهمی  ريشه های  و حاصل ضرب   مجموع 
Sدست می آوريم: B

A
a
a= - = - = -2 2

P C
A

a
a= = +1

، داريم: a b2 2
5+ =  حالا با توجه به اين كه

a b2 2 2 2

4

5 2 5 2 2
1

5+ = Þ - = Þ - - + =S P a
a( ) ( )



Þ - + = Þ + = - Þ + = - Þ = - Þ = -2
1

1
1 1

2
2 2 3 2

2

3
( )a
a

a
a a a a a

، معادلۀ سهمی را می نويسيم: ( )* a در تساوی = - 2

3
 با جای گذاری

y x x= - - +2

3

4

3

1

3

2

y داريم، می توانيم بگوييم اين  x x= - - +2

3

4

3

1

3

2 حالا كه معادلۀ سهمی را به صورت

، محور yها را قطع می كند (طبق مورد (۴) درس نامه). 1
3

سهمی در نقطه ای به عرض

۳ -

A B= A، نتيجه می گيريم كه B B A´ = ´  قبل از هر چيز از تساوی
A را برقرار كنيم. اول تكليف عضو ۶ از مجموعۀ A B= است. حالا سعی می كنيم تساوی
A به رابطۀ B= را مشخص می كنيم تا مقدار d به دست آيد. با جای گذاری d در تساوی
با  ۳عضوی  مجموعۀ  يک  رابطه  اين  در  می رسيم.   { , , , } { , , }a b c- + = -2 6 2 1 6 5 1

راست يک  در مجموعۀ سمت  است، پس سعی می كنيم  برابر شده  يک مجموعۀ ۴عضوی 
عضو تكراری بسازيم تا هر دو مجموعه ۴عضوی بشوند؛ اين جوری به ۳ تساویِ مجموعه ای 

می رسيم. كليد حل مسئله از اين جا به بعد استفاده از مورد (۳) درس نامه است.

،B و A باشد، در اين صورت يا حداقل يكی از A B B A´ = ´  اگر
A B B A A B A B´ = ´ Þ = Æ = Æ =( )IÄ IÄ تهی است يا A و B برابرند: 

 دو مجموعه وقتی برابرند كه تک تک اعضايشان مساوی هم باشند.
 در هر تساویِ مجموعه ای، اگر تعداد اعضای دو مجموعه برابر باشند، می توانيم مجموع 

اعضای دو مجموعه را مساویِ هم بگذاريم.
A است، پس طبق مورد (۱) درس نامه يا بايد حداقل  B B A´ = ´  به گفتۀ سؤال
A و a b c= - +{ , , , }2 6 2 1 A باشد. واضح است كه B= يكی از A و B تهی باشند يا

A است: B= B هيچ كدام نمی توانند تهی باشند؛ بنابراين d= -{ , , }5 1

{ , , , } { , , } ( )a b c d- + = - *2 6 2 1 5 1

) بايد تک تک اعضای دو مجموعه  )*  طبق مورد (۲) درس نامه، برای برقراری رابطۀ
-1 مساوی باشند. از عدد ۶ در مجموعۀ سمت چپ شروع می كنيم. ۶ كه نمی تواند با ۵ و
6 36= Þ =d d d باشد:  برابر باشد، پس مجبور است مساوی
{ , , , } { , , } ( )a b c- + = - **2 6 2 1 6 5 1 ) به اين صورت درمی آيد:  )* تا اين جا رابطۀ

) يک مجموعۀ ۴عضوی با يک مجموعۀ ۳عضوی برابر شده است، پس بايد  )**  در تساوی
در مجموعۀ ۳عضوی (مجموعۀ سمت راست) يک عضو تكراری بسازيم تا هر دو مجموعه ۴عضوی 

بشوند. اين عضو تكراری می تواند1- يا ۵ يا ۶ باشد؛ اين سه حالت را جداگانه بررسی می كنيم:
{ , , , } { , , , } ( )a b c- + = -2 6 2 1 6 6 5 1 1 عضو تکراری باشد: در اين حالت داريم:  «۶»

در تساوی مجموعه ای بالا تعداد اعضای دو مجموعه برابرند، پس طبق مورد (۳) درس نامه 
می توانيم مجموع اعضای دو مجموعه را مساویِ هم بگذاريم:

( ) ( )a b c- + + + + = + + -2 6 2 1 6 6 5 1

Þ + + + = Þ + + =a b c a b c2 5 16 2 11



۲

۹

a باشد، پس تساوی قبل را به اين صورت می نويسيم: b c+ + = 9 سؤال می خواهد
( )a b c b b b+ + + = Þ + = Þ =

9

11 9 11 2��� ��
پس تساوی (۱) به اين صورت می شود:

{ , , ,c} { , , , } {a ,c} { , }a - = - Þ - = -2 6 5 6 6 5 1 2 6 1

برای برقراری تساوی بالا هم دو حالت داريم:
a a
c

a a
c

- = Þ =
= -

ì
í
î

- = - Þ =
=

ì
í
î

2 6 8

1

2 1 1

6
,

پس تا اين جا ۲ جواب پيدا كرديم.
{ , , , } { , , , } ( )a b c- + = -2 6 2 1 6 5 5 1 2 «۵» عضوِ تکراری باشد: در اين حالت داريم: 

مثل حالت قبلی مجموع اعضای دو مجموعه را مساوی هم می گذاريم:
( ) ( )a b c- + + + + = + + -2 6 2 1 6 5 5 1

Þ + + + = Þ + + =a b c a b c2 5 15 2 10

Þ + + + = Þ =( )a b c b b
9

10 1��� ��

{ , , , } { , , , }a c- = -2 6 6 5 5 13 b را در تساوی (۲) جای گذاری می كنيم:  =1
تساوی بالا هيچ وقت برقرار نمی شود، چون مجموعۀ سمت راست اصلاً عضو «۳» ندارد.

» عضوِ تکراری باشد: در اين حالت داريم: --1 »
{ , , , } { , , , } ( )a b c- + = - -2 6 2 1 6 5 1 1 3

باز هم مجموع اعضای دو مجموعه را مساوی هم می گذاريم:
( ) ( )a b c- + + + + = + - -2 6 2 1 6 5 1 1

Þ + + + = Þ + + =a b c a b c2 5 9 2 4

Þ + + + = Þ = -( )a b c b b
9

4 5��� ��

{ , , , } { , , , }a c- = - --2 6 6 5 1 19 b را در تساوی (۳) جای گذاری می كنيم:  = -5 حالا
 « -9 تساوی بالا هيچ وقت نمی تواند برقرار شود، چون مجموعۀ سمت راست اصلاً عضو «

ندارد؛ پس در كل همان ۲ جوابی كه در حالت اول به دست آورديم را داريم.

۴ -

دنبال  به  كار  اين  برای  بنويسيم.  ساده تر  را  گزينه ها  می كنيم  اول سعی   
اين كار سياست حذف گزينه  از  بعد  معلوم است.  ارزششان كاملاً  گزاره هايی می گرديم كه 
اين  نيست.  ارزشش طبق سطرهای جدول  گزينه  كدام  می بينيم  يعنی  پيش می گيريم؛  را 

سياست را تا جايی ادامه می دهيم كه سه گزينه حذف شود.

 جدول ارزش انواع تركيب گزاره ها را برای دو گزارۀ p و q در جدول 
زير ببينيد:

p qÞp qÙp qÚqp
ددددد
دندنن
نددند
نننند

p qÞ
اين گزاره فقط وقتی 

نادرست است كه گزارۀ 
اول (p) درست، ولی گزارۀ 

دوم (q) نادرست باشد.

p qÙ
اين گزاره فقط 

وقتی درست است 
كه هر دو گزاره 
درست باشند.

p qÚ
اين گزاره فقط وقتی 
نادرست می شود كه 
هر دو گزاره نادرست 

باشند.
 به كمک جدول بالا می توانيم دو هم ارزی زير را بنويسيم:

p pÚ º j   ,   j

xj¼i

Ù º 

 طبق استراتژی، اول گزينه ها را ساده می كنيم. طبق مورد (۲) درس نامه می توانيم بگوييم 
p هميشه درست است، پس اين گزينه ها را می توانيم ساده تر بنويسيم: pÚ  در  و    ، گزارۀ

ساده سازی 
( ( )) (( ) ( ))

( )

q p r p p q r

q r

Þ Ú Þ Ú Ù Ù

Ù

∼ ∼���
� ���� ����

∼
j

º Þ Ú Þ Ù(q (p r)) ( ) q r

ساده سازی 
( ( )) (( ) ( )) ( ( ))

( )

r p q p p q r r p q

q r

Þ Ú Þ Ú Ù Ù º Þ Ú

Ù

∼ ∼��� ��
� ���� ����

∼
j

Þ Ù( )q r

 حالا شروع به حذف گزينه ها می كنيم. سطر سوم جدول می گويد وقتی p و r درست 
ولی q نادرست باشد، بايد X درست شود. ببينيم در كدام گزينه چنين اتفاقی نمی افتد:

( ( )) ( ) ( ) ( )q p r q r
¯ ¯ ¯ ¯ ¯

¯ ¯

Þ Ú Þ Ù º Þ Þ Ù

· j
j

·
j

· j j j

j
j

∼ � � º Þ ºj j j : 

( ( )) ( ) ( ) ( )r p q q r
¯ ¯ ¯ ¯ ¯

Þ Ú Þ Ù º Þ Þ Ù
j

j · ·
j

j
·

j j · ·∼ � � º Þ ºj · · : 

همين جا  را حذف می كنيم.
[ (( ) ( ))] ( ( ) )p q r q r p r q
¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

Þ Ú Þ Ù Þ Ú Ù

j ·
j

·
j

j
j

·



º Þ Þ Þ Ù º Þ Þ º[ ( )] ( ) [ ]j j · · · j · · j

· · ·

  

: 

( ( )) [(( ) ( )) ]r p q p r p r q
¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

Þ Ú Þ Þ Þ Ù Ù
j

j · j
j

j
j

·



º Þ Þ Þ Ù º Þ º( ) [( ) ]j j j · · j · ·

j
·





 : 
پس  هم حذف شد.

 در ادامه اگر سطر دوم را هم كنترل كنيم،  هم حذف می شود. اين سطر می گويد 
اگر p و q درست، ولی r نادرست باشد، X هم بايد نادرست شود كه چنين اتفاقی برای 

]نمی افتد: (( ) ( ))] ( ( ) )p q r q r p r q
¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

Þ Ú Þ Ù Þ Ú Ù

j j
·

j
·

j
·

j



º Þ Þ Þ Ù º Þ º[ ( )] ( )j j · · j · · j

· ·

 

پس تنها گزينۀ باقی مانده، يعنی  جواب است.
 سر جلسۀ كنكور برای بار اول بايد از اين سؤال رد شويد، چون هم بسيار 

وقت گير و هم احتمال اشتباه كردنتان زياد است.

۵ -

ax را بر a تقسيم كنيد (در معادلۀ  ax b2
0- - =  اول طرفين معادلۀ

انجام چنين كاری  به همين خاطر حق  a مخالف صفر است،  ، يعنی  x2 درجه دوم، ضريب
b2 را برحسب a2 و b را در خود معادله جای گذاری كنيد تا بتوانيد a و را داريم)، بعد
b به دست آورديد، در تساوی a و b2ای را كه برحسب a2 و b بنويسيد. در ادامه a و
40 جای گذاری كنيد. اين طوری به عبارتی می رسيد كه بلديد آن  20 20 17

2 2b a b+ - =
را برحسب S و P بنويسيد.

با شرط  Ax Bx C2
0+ + = معادلۀ درجه دوم ريشه های   b و  a اگر  

D باشند،  داريم: >0

S :جمع ريشه ها  B
A= + = -a b P :ضرب ريشه ها  C

A= =ab    

| :اختلاف ريشه ها  | | |a b- = D
A :مجموع مربعات ريشه ها  a b2 2 2 2+ = -S P

ax را بر a تقسيم می كنيم: ax b2
0- - =  طبق استراتژی، اول طرفين معادلۀ

ax ax b x x b
a

a2 2
0 0- - = ¾ ®¾ - - = *¸ ( )

( )* b را در معادلۀ a و  ) هستند، پس می توانيم )* b ريشه های متمايز معادلۀ a و

جای گذاری كنيم:

x x b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

x

x
2

2 2

2 2

0

0

0

- - =
¾ ®¾¾ - - = Þ = +

¾ ®¾¾ - - = Þ = +

=

=

a

b

a a a a

b b b b



۳

۹

40 جای گذاری می كنيم: 20 20 17
2 2b a b+ - =  حالا تساوی های قبل را در

40 20 20 17 40
40

20
20

20 17( ) ( )b a b b a b+ + + - = Þ + + + - =b
a

b
a

b
a

b
a

Þ + + = Þ + + = **20 20
60

17 20
60

17b a a bb
a

b
a

S

( ) ( )


S B
A= - = - - =1

1 1 1 حساب می كنيم:  1 0
2

A B

x x b
a 

- - =  حالا S را از معادلۀ

) جای گذاری می كنيم: )** S را در تساوی در ادامه1=

20 1
60

17
60

3
3

60

1

20
( ) + = Þ = - Þ = - = -b

a
b
a

b
a Þ - =ba

1

20

x x2 1

20
0- + = 1 را قرار می دهيم: 

20
 ، ( )* - در تساوی ba  در آخر به جای

اختلاف ريشه های اين معادله برابر است با:

D
| |a =

- ´
= - = =

1 4
1

20

1
1

1

5

4

5

2

5

۶ -

استفاده   a b a b ab2 2 2 2+ = + -( ) اتحاد از  معادله  چپ  سمت  در   
كنيد تا به يک معادلۀ ساده تر برسيد، بعد در معادلۀ ساده شده از تغيير متغير استفاده كنيد.
a b a b ab2 2 2 2+ = + -( ) اتحاد از  معادله  چپ  سمت  در  استراتژی  طبق   

1استفاده می كنيم: 1

1

160

9

1 1

1
2
1 1

1

160

92 2

2

x x x x x x+
-

= Þ +
-

-
-

=
( )

( ) ( )( )

Þ - +
-

-
-

= Þ
-

-
-

(( )
( ) ) ( ) ( ( )) ( ( ))

1

1

2

1

160

9

1

1
2

1

1

1

2 2x x
x x x x x x x x

��� ��
-- =160

9
0

t t2
2

160

9
0- - = 1 كمک می گيريم: 

1x x t( )-
=  در ادامه از تغيير متغير

D را حساب می كنيم: D به دست می آوريم. اول حالا ريشه های معادلۀ بالا را از روش

D = - = - - - = + = =b ac2 2 2
4 2 4 1

160

9
4

640

9

676

9

26

3
( ) ( )( ) ( )

t b
a

t

t
= - ± =

±
Þ

=

= -

ì

í
ï

î
ï

D
2

2
26

3

2

16

3

10

3

1

2

پس داريم: 

1 جای گذاری می كنيم:
1x x t( )-

=  در آخر tهای به دست آمده را در

1

1

16

3
1

3

16

3

16

2

x x x x x x( ) ( )
-

= Þ - = Þ - =

Þ - + = ¾ ®¾¾¾
= >

x x2

1

4
03

16
0

D
مجموع ريشه ها  = - - =1

1 1

1

1

10

3
1

3

10

3

10

2

x x x x x x( ) ( )
-

= - Þ - = - Þ - = -

Þ - - = ¾ ®¾¾¾
= >

x x2

22

10
03

10
0

D
مجموع ريشه ها  = - - =1

1 1
.1 1 2+ = بنابراين جمع ريشه های معادله می شود

۷ -

x را  y- =4 5 4 و 3x y+ = ) از دو خط / , )4 5 2  اول فاصلۀ نقطۀ
محاسبه كنيد تا اندازۀ طول و عرض مستطيل به دست آيد. حالا بيشترين فاصلۀ وسط قطر 

از اضلاع، برابر نصف اندازۀ طول مستطيل می شود.

A می گذرد، اگر و تنها اگر x y( , )0 0 ax از نقطۀ by c+ =  خط
ax شود.  by c0 0+ =

x
y

a
b

KÄoò â¾¹Äo¤

KÄoò

= - ax برابر است با:  by c+ =  شيب خط

 هر وقت شيب دو خط، قرينه و معكوس همديگر باشند، دو خط بر هم عمودند و برعكس.

| |ax by c

a b
0 0

2 2

+ +

+
ax برابر است با:  by c+ + =0 A از خط x y( , )0 0  فاصلۀ نقطۀ

هر مستطيل،  در  می بينيد،  مقابل  در شكل  كه  همان طور   
اضلاع  تا  آن  فاصلۀ  كه  است  مركز مستطيل  قطر، همان  وسط 

مستطيل برابر نصف اندازۀ طول و نصف اندازۀ عرض است. 

خط شيب  و   -4 برابر  ،( 4 3 0x y+ - = همان (يا   4 3x y+ = خط شيب 
1 است (طبق مورد (۲) درس نامه). چون 

4
)، برابر x y- - =4 5 x (يا همان0 y- =4 5

معكوس  و  قرينه  شيب هايشان  خط  دو  اين 
يكديگر است، پس طبق مورد (۳) درس نامه، بر 
ضلع  دو  خط،  دو  اين  بنابراين  عمودند؛  هم 

مجاور مستطيل هستند؛ ببينيد:
x y- - =4 5 0 4 و 3 0x y+ - = ) روی هيچ كدام از دو خط / , )4 5 2  نقطۀ
4 3 0 4 4 5 2 3 17 0

4 5 2x y+ - = ¾ ®¾¾¾ ´ + - = ¹( / , ) / قرار ندارد، چون: 
x y- - = ¾ ®¾¾¾ - ´ - = - ¹4 5 0 4 5 4 2 5 8 5 0

4 5 2( / , ) / /
، مختصات رأس C (�ه روی هيچ كدام از اين دو خط نيست) می شود. ( / , )4 5 2 بنابراين نقطۀ

)C از اين دو خط را به دست می آوريم تا اندازۀ طول و عرض  / , )4 5 2  فاصلۀ نقطۀ
  مستطيل به دست آيد:

| |

| ( / ) ( ) |
( / , )

ax by c

a b

x y

0 0

2 2

4 3 0

4 5 2
2 2

4 4 5 1 2 3

4 1

1

+ +

+

¾ ®¾¾¾ + -

+
=+ - = 77

17
17

1 4 5 4 2 5

1 4

8 5

17

17

2

1

4 5 0

4 5 2
2 2

=

¾ ®¾¾¾ - -

+
= =- - =x y

( / , )
| ( / ) ( ) | /

77

17

2
=

17 است. طبق مورد (۵) درس نامه، فاصلۀ   بنابراين اندازۀ طول مستطيل برابر
17

4
17 و

2
وسط قطر از اضلاع مستطيل برابر نصف اندازۀ طول و عرض مستطيل يعنی

. 17

2
می شود. سؤال بيشترين فاصله را می خواهد، پس جواب می شود

۸ -

، جای گذاری كنيد تا طول نقطۀ تقاطع y x= -12 y را در خط  اول10=
) می شود، اين يعنی , )2 10 f با اين خط به دست آيد. بعد مختصات نقطۀ تقاطع به صورت -1

f به دست می آيد. m( )+ 4 ، مقدار m و f ( )10 2= f است. در آخر با حل معادلۀ - =1
2 10( )

f می شود. ( )b a= f باشد، آن گاه - =1( )a b  اگر

 ابتدا يک شكل فرضی رسم می كنيم: 
روی  تقاطع  نقطۀ  طرفی  از  است،   y =10 تقاطع نقطۀ  عرض 
y در اين  =10 y قرار دارد، پس با جای گذاری x= -12 خط
10 12 2= - Þ =x x می شود:  تقاطع  نقطۀ  طول  خط، 

) است. , )2 10 بنابراين مختصات نقطۀ تقاطع
f می شود. حالا طبق درس نامه،  - =1

2 10( ) ) می گذرد، پس , )2 10 f از نقطۀ -1

f می شود: ( )10 2= می توانيم بگوييم

f x x mx f m( ) ( )= - - Þ = - - =2 1 10 10 2 10 1 2

2
10 2 10 1 4 2 10 1 6

·H¼U¾ ®¾¾ - - = Þ - - = -m m
¸ -¾ ®¾¾ - = ¾ ®¾¾ - = Þ = Þ =( )2 2

10 1 3 10 1 9 10 10 1m m m m·H¼U

f x x x( ) = - -2 1 بنابراين ضابطۀ f به اين صورت شد: 
f را محاسبه كنيم: m( )

¯

+

1

4


 حالا كه m را داريم، می توانيم مقدار

f m f( ) ( )
1

2

4 5 5 2 5 1 1 1




+ = = - - = =



۴

۹

۹ -

 برای از بين بردن توان در معادلات نمايی، می توانيم از طرفين در 
يک مبنای دلخواه، مثلِ x لگاريتم بگيريم كه در اين صورت، توان تبديل به ضريب می شود:
a b a b n a m bn m

x
n

x
m

x x= Þ = Þ =log log log log
 بعضی از قوانين لگاريتم به شكل زيرند:

log log
b

m
bn a

m
n a= loga1 0=

log log logab a b= + log log loga
b a b= -

log logb
a

a b= 1

1
1

9

8

9
- = 1 جرم خود را از دست می دهد، يعنی جرم آن

9
 اين عنصر در هر ساعت

) برابر می شود. )8
9

n برابر می شود؛ بنابراين پس از n ساعت، جرم عنصر

1 از جرم عنصر باقی خواهد ماند، بايد معادلۀ
6

 برای اين كه ببينيم پس از چند ساعت،

) را حل كنيم. از دو طرف اين معادله در مبنای ۵ لگاريتم می گيريم: )8
9

1

6

n =

( ) log ( ) log lo8

9

1

6

8

9

1

6
5 5

n n n= Þ = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¶Iºtnj  (þ²H  -2) Sµv¤ gg log
5 5

8

9

1

6
=

¾¶Iºtnj  (R -2)  Sµv¤¾ ®¾¾¾¾¾¾ - = -n(log log ) log l
5

2

5

3

5

0

8 9 1

3 2� �
� oog

5

2 3

6

�́

¾¶Iºïtnj (N » þ²H -2)Sµv¤¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ -n( log log )3 2 2 3
5 5

= - + *(log log ) ( )
5 5
2 3

 حالا سراغ داده های سؤال می رويم:

log /
log /

2

3

5 2 4

5 1 4

=

=
ì
í
ï

îï
¾¶Iºtnj  (V  -2) Sµv¤¾ ®¾¾¾¾¾¾

= = = =log /

log

5

5

2
1

2 4

1

24

10

10

24

5

12

3 == = = =

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

1

1 4

1

14

10

10

14

5

7/

) جای گذاری می كنيم: )*  مقادير به دست آمده را در

n n( ) ( ) ( ) ( )3
5

12
2

5

7

5

12

5

7

3

12

2

7

1

12

1

7

21

84

24

84

7

´ - ´ = - + Þ - = - +

-

��� ��

884

12

84
+

��� ��
Þ ´ - = - Þ =n n3

84

19

84

19

3

1 از جرم عنصر باقی خواهد ماند.
6

» دقيقه، 19
3

60 380´ = 19 ساعت يا همان «
3

بنابراين پس از

۱۰ -

 فرمول تانژانت مجموع و تفاضل دو زاويه به شكل زير است:

tan( ) tan tan
tan .tana b a b

a b
± = ±

1

 همان طور كه در شكل مقابل می بينيد، مثلث 
ABC قائم الزاويۀ متساوی الساقين است؛ پس می توانيم 
 ،ABD می شود. حالا در مثلث BACÆ = 45 بگوييم

تانژانت می نويسيم:

tan Æ tan( )BAD BD
AB= Þ + = =45

4

2
2

 a

)tan را باز می كنيم: )45
 + a  حالا با استفاده از فرمول درس نامه،

tan( ) tan tan
tan .tan

tantan
45

45

1 45

2
1

1

45 1







+ = +
-

¾ ®¾¾¾ = +
-

=a a
a

a
ttana

Þ - = + Þ - = - Þ =2 2 1 3 1
1

3
tan tan tan tana a a a

cot tana
a

= 1

cota = 3 طبق نكتۀ بالا می توانيم بگوييم: 

اگر می دانيم  از طرفی  است.   a < 45
 كه است  واضح  به شكل،  توجه  با   

cota است. در بين گزينه ها فقط مقدار  بزرگ تر از ۱ است؛  0 باشد،1< 45
 < <a

پس جواب همين گزينه است.

۱۱ -

 مساحت يک مثلث را می توانيم با استفاده 
از سينوس زوايای داخلی اش، به دست آوريم؛ مثلاً برای مثلث 

ABC در شكل مقابل داريم:
     S AB AC AABC =

1

2
. .sin Æ

می كنيم:  رسم  سؤال  برای  فرضی  شكل  يک  ابتدا   
دو  اين  بين  زاويۀ  و   AC = 6  ،AB = 3 كنيد (فرض 

a است.) ÆA برابر يعنی

 با كمک فرمول درس نامه، مساحت اين مثلث را به دست می آوريم:

S AB ACABC = Þ = ´ ´1

2
4 5

3 6

2
. .sin / sina a

Þ = Þ = = =9 6 3
9

6 3

3

2 3

3

2
sin sina a Þ =sina 3

2

a هم بين صفر   می دانيم در هر مثلث، هر زاويه بين صفر و ۱۸۰ درجه است، پس

3 است)، 

2
120 برابر 120 شود (سينوس60 و 60 يا 180 است كه می تواند برابر و

a، دو برابر كم ترين مقدار آن است. پس بيشترين مقدار

۱۲ -

sin .cos sina a a= 2
2

p را اضافه يا كم كنيم.  برای محاسبۀ نسبت های مثلثاتی، می توانيم هر مضرب زوج دلخواهی از
a به شكل زيرند: p+ 2  نسبت های مثلثاتی

cos( ) sina p a+ = -2sin( ) cosa p a+ =2
cot( ) tana p a+ = -2tan( ) cota p a+ = -2

 برای به دست آوردن دورۀ تناوب توابع سينوسی و كسينوسی از روی نمودار، از جدول 
زير استفاده می كنيم:

يک چهارم تناوبنصف تناوبيک تناوب کامل

y داريم: a b cx= + cos( )  در توابع مثلثاتی به شكل
max | |
min a | b |

a max min

= +
= -

= +

ì

í
ïï

î
ï
ï

a b

2

T c= 2p
| |

b و اگر  >0 باشد،   اگر نمودار تابع در محل برخورد با محور yها به شكل قله 
b است. <0 باشد،  به شكل دره 



۵

۹

 ابتدا با استفاده از مورد (۱) درس نامه داريم:

sin( )cos( ) sin( )cx cx cx- - = -3

4

3

4

1

2
2

3

2

p p p

2p اضافه كنيم:  ، ( )2
3

2
cx - p با توجه به مورد (۲) درس نامه می توانيم به

1

2
2

3

2
2

1

2
2

2
sin( ) sin( )cx cx- + = +p p p ¾¶Iºtnj jn¼¶( ) cos( )3 1

2
2¾ ®¾¾¾¾¾ cx

f x a b cx( ) cos( )= + 2 2 بنابراين ساده شدۀ ضابطۀ f به صورت مقابل است: 
T = p x يک تناوب كامل داريم، پس = p x تا =0  با توجه به نمودار تابع، از
2

2
1

1p p| | | |c c= Þ = است. حالا با استفاده از مورد (۵ ـ ب) درس نامه، داريم: 

cos( ) cos( )a a= -

آن  قرينۀ  كسينوس  و  زاويه  يک  كسينوس  كه  آن جايی  از 
يا  +1 با هم برابرند، c می تواند برابر زاويه (طبق نكتۀ بالا) 
c است. 1- باشد، حالا ما برای راحتی فرض می كنيم1=

 همان طور كه در شكل مقابل می بينيد، نمودار تابع 
در محل برخورد با محور yها به شكل دره است، پس طبق 

b است. <0 b و در نتيجه
2

0< مورد (۵ ـ پ) درس نامه،

1- است؛ پس طبق مورد (۵)   حداكثر مقدار اين تابع برابر ۳ و حداقل آن برابر
aدرس نامه داريم: b

a b

a b

a b
b

+ =

- = -

ì

í
ï

î
ï

¾ ®¾¾
- =

+ = -

ì

í
ï

î
ï

<
| |

| |

2
3

2
1

2
3

2
1

0 ½I«Twj ®e¾ ®¾¾¾ = = -a b1 4,
  

f است. x x( ) cos( )= -1 2 2 پس ضابطۀ f به صورت
 صفرهای تابع f را می خواهيم:

f x x x( ) cos( ) cos( )= Þ - = Þ =0 1 2 2 0 2
1

2

cos( ) cos( )2
3

x = p  : cos( )p3 1 قرار می دهيم
2

به جای

A است. k B= ±2 p cos به صورت cosA B=  جواب های معادلۀ مثلثاتی

)cos را به كمک نكتۀ بالا به دست می آوريم: ) cos( )2
3

x = p حالا جواب های معادلۀ مثلثاتی

2 2
3 6

2x k x k= ± ¾ ®¾ = ±¸p p p p x xÎ¾ ®¾¾¾ =[ , ] ,0

6

5

6

p p p

5 است.
6 6

4

6

2

3

p p p p- = = اختلاف اين دو جواب، برابر

۱۳ -

 فرمولِ كسينوسِ مجموع و تفاضل دو زاويه به شكل زير است:
cos( ) cos .cos sin .sina b a b a b± =  sin( ) sin( ).cos( )2 2a a a=    

)cos را ساده می كنيم: )x + p
4  ابتدا با كمک درس نامه، 

cos( ) cos .cos sin .sinx x x+ = Þ - =p p p
4

1

3 4 4

1

3

2

2

2

2

 

Þ - = ¾ ®¾¾ - =
´

2

2

1

3

2

6

2

2(cos sin ) cos sin ( )x x x x I

طرفين (I) را به توان ۲ می رسانيم:

sin cos sin .cos sin( )
sin( )

2 2

1 2
2

3

2
4

6
2

1x x x x x
x

+ - = Þ =� ��� ��� � �� �� � 33
( )II

m داريم: x x x(cos sin ) sin( )- - =3 6 2 6  با جای گذاری (I) و (II) در معادلۀ

m m´ - ´ = Þ - =2

6
3 6

1

3
6

2

6
6 6

Þ = Þ = Þ =2

6
2 6

6
6 6

m m m

sin يا .cosx x A را داشتيد و مقدار x x= ±
*

sin cos
( )

� ��� ���  هر وقت در سؤالی

) را به توان ۲ برسانيد تا جواب حاصل شود. )* )sin را می خواستيد، كافی است طرفين معادلۀ )2x

۱۴ -

و  m m2
5 0- - <  ، - + - <3 2 0

2m m نامعادلۀ سه  بايد   

m را حل كنيد و از جواب ها اشتراک بگيريد. m m m2 2
5 3 2- - > - + -

، بازۀ A باشد، برای به دست آوردن دامنۀ تابع f x( )  اگر دامنۀ تابع
باشد،   [ , )-2 3 بازۀ  f x( ) تابع دامنۀ  اگر  اجرا كنيد؛ مثلاً  را   ÎA بايد شرط  ، f ( )
- را حل كنيم. £ - <2 2 5 3x f بايد نامعادلۀ x( )2 5- برای به دست آوردن دامنۀ تابع
f f( ) ( )a b a b< Û >  اگر f تابعی اكيداً نزولی باشد، داريم: 

) است، پس طبق مورد (۱)  ( , )-¥ 0  دامنۀ f مجموعه ای از مقادير منفی (يا همان
، بايد نامعادلۀ زير را حل كنيم: f m m( )- + -3 2

2 درس نامه، برای به دست آوردن دامنۀ
- + - < Þ - + >3 2 0 2 3 0

2 2m m m m
پس  است،  مثبت   m2 ضريب و   ( )D = - = -4 12 8 منفی چپ  سمت  عبارت  دلتای 

 می شود. نامساوی بالا هميشه برقرار است؛ بنابراين مجموعه جواب آن
f را به دست می آوريم: m m( )2

5- -  حالا دامنۀ

m m
m

m

2 21
1

2

5 0

1 21

2

1 21

2

- - < ¾ ®¾¾
= +

= -

ì

í
ïï

î
ï
ï

=D
IÀ ¾zÄn

1جدول تعيين علامت رسم می كنيم: 21

2

1 21

2

0 0

- +

+ - +

m ( , )Î - +1 21

2

1 21

2
به دنبال قسمت های منفی هستيم، پس: 

4 است، پس بازۀ بالا را می توانيم به اين صورت بنويسيم: 6/ 21 تقريباً برابر

( , ) ( / , / ) ( / , / ) ( )

/ /

1 21

2

1 21

2

3 6

2

5 6

2
1 8 2 8

4 6 4 6

- + - = -

� �

� I

f تابعی اكيداً نزولی است، پس طبق مورد (۲) درس نامه داريم:

f m m f m m m m m m( ) ( )2 2 2 2
5 3 2 5 3 2- - < - + - Þ - - > - + -

Þ - - >2 3 2 0
2m m D=¾ ®¾¾

= + =

= - = -

ì

í
ï

î
ï

25
1

2

3 5

4
2

3 5

4

1

2

IÀ ¾zÄn

m

m
-جدول تعيين علامت رسم می كنيم:

+ - +

1

2 2

0 0

m ( , ) ( , ) ( )Î -¥ - +¥1

2
2 II اين جا قسمت های مثبت را می خواهيم، پس: 

 در آخر با اشتراک گرفتن از دو بازۀ (I) و (II) جواب حاصل می شود:

Þ = - -

-

( ) ( ) ( / , ) ( , / )

/

I II∩
�
∪1 8

1

2
2 2 8

0 5

) است. اين بازه فقط شامل يک عدد صحيح (فقط شامل1-

۱۵ -

f (البته به شرطی  x ax b
cx d( ) = +

+
 ضابطۀ يک تابع هموگرافيک به شكل

f است. x dx b
cx a

- = - +
-

1( ) ad باشند) و ضابطۀ وارونش هم به شكل bc- c و¹0 كه¹0



۶

۹

)، كافی  lim
x

f
g®¥

هم ارزی پرتوان: برای محاسبۀ حد در بی نهايت يک تابع كسری (مثلاً

است در صورت و مخرج، فقط جملۀ با بزرگ ترين توان x را نگه داريد و بقيۀ جملات را حذف 
limكنيد، برای مثال: lim

x x

x
x

x
x®¥ ®¥

-
+

= =4 2

5 3

4

5

4

5

f x ax b
cx d( ) = +

+
f تابعی هموگرافيک است، پس ضابطۀ آن را می توانيم به صورت

g می شود. x f x
cx d
ax b( ) ( )= = +

+
1 در نظر بگيريم؛ اين جوری ضابطۀ g به شكل

g-1 را به كمک مورد (۱) درس نامه به دست می آوريم: f و -1  ضابطۀ

f x ax b
cx d f x dx b

cx a( ) ( )= +
+

Þ = - +
-

-1

g x cx d
ax b g x bx d

ax c( ) ( )= +
+

Þ = - +
-

-1

 حالا حاصل حدهای داده شده را با كمک هم ارزی پرتوان حساب می كنيم:

lim ( )
( )

lim lim ( )(
x x x

f x
g x

ax b
cx d
bx d
ax c

ax b a
®-¥ - ®-¥ ®-¥

=
+
+

- +
-

= +
1

xx c
cx d bx d

-
+ - +

)
( )( )

= + - -
- + - +®-¥

lim ( )
( )

lim
x x

a x ab ac x bc
bcx cd bd x d

2 2

2 2

ÁpnHï´À

·H¼UoQ

®®-¥ -
= -a x

bc x
a
bc

2 2

2

2

سراغ حد ديگر می رويم:

lim ( )
( ) lim lim ( bx d)(

x x x

g x
g x

bx d
ax c
cx d
ax b

®+¥

-

®+¥ ®+¥
=

- +
-
+
+

= - +1 aax b)
( )( )

+
- +ax c cx d

= - + - +
+ - -®+¥

lim ( )
( )

lim
x x

abx ad b x bd
acx ad c x cd

2 2

2 2

ÁpnHï´À

·H¼UoQ

®®+¥

-ab x
ac x

2

2
= - = -ab
ac

b
c

- با هم برابرند، پس: bc - و abc
2

به گفتۀ سؤال دو مقدار

- = - Þ = Þ = Þ = ±a
bc

b
c a b b

a
b
a

2
2 2

2

2
1 1

lim را به دست می آوريم: ( )
x

f x
®

-
+
0

1  در آخر، حاصل

lim ( ) lim
x x

f x dx b
cx a

b
a®

-

®+ +
= - +

-
= -

0

1

0

1± می شود كه تنها ۱ در بين گزينه ها است. - هم برابر ba 1± است، پس مقدار ba برابر مقدار
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n بررسی كنيد. = 2 n و  كافی است پيوستگی f  را به ازای1=

x n= - = و1-  x n= =1 در بايد   f پس  است،   n كنيد1= فرض  ابتدا   
x را بررسی می كنيم. =1 پيوسته باشد. پيوستگی f در

x داريم: =1 برای به دست آوردن حد راست f در
x x f x x x k

x x
® Þ = Þ = - ++

® ®+ +
1 1

1 1 1
[ ] lim ( ) lim ( [ ] )

joÎ

 

= - + = - + =
® +
lim ( )
x

x k k k
1

1 1 1
x برابر است با: =1 حد چپ f در

x x f x x x
x x

® Þ = Þ = - --

® ®- -
1 0

1 1

[ ] lim ( ) lim | [ ] |
Z»p



: ([ / ] )- = -0 9 1 1- است )، برابر x =0 9/ x (مثلاً ® -1 ] وقتی ]-x مقدار
lim | [ ] | lim | ( ) | | ( ) |
x x

x x x
® ®- -

- - = - - = - - =
1 1

1 1 1 2

x نيز برابر است با: =1 مقدار f در
x x f x x x k f k k= Þ = Þ = - + Þ = - + =1 1 1 1 1[ ] ( ) [ ] ( )

joÎ



x را با هم برابر قرار می دهيم: =1 حالا حد راست، حد چپ و مقدار f در
lim ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f k k k
® ®+ -

= = Þ = = Þ =
1 1

1 2 2

k باشد. = 2 x پيوسته شود، بايد =1 پس برای اين كه f در

x را بررسی می كنيم. برای به دست آوردن حد راست f در =  پيوستگی f در1-
، داريم: x = -1x x f x

x
® - Þ = - Þ+

® - +
( ) [ ] lim ( )

( )
1 1

1
joÎ

��� ��

= - +
® - -

+
lim ( [ ] )
( )x

x x k
1 1



= + + = - + + =
® - +
lim ( )
( )x

x k k k
1

1 1 1
x برابر است با: = حد چپ f در1-

x x® - Þ = --( ) [ ]1 2

Z»p

��� �� Þ = - -
® - ® -- -
lim ( ) lim | [ x] |
( ) ( )x x

f x x
1 1

: ([ ( / )] [ / ] )- - = =1 1 1 1 1 ) برابر ۱ است x = -1 1/ ®x (مثلاً - -( )1 ]  وقتی ]-x مقدار
lim | [ ] | lim | | | |
( ) ( )x x

x x x
® - + ® -- -

- - = - = - - =
1

1
1

1 1 1 2


x هم برابر است با: = مقدار f در1-
x x f x x x k f k k= - Þ = - Þ = - + Þ - = - - - + =1 1 1 1 1[ ] ( ) [ ] ( ) ( )

joÎ

��� ��

x را با هم برابر قرار می دهيم: = حالا حد راست، حد چپ و مقدار f در1-
lim ( ) lim ( ) ( )
( ) ( )x x

f x f x f k k k
® - ® -+ -

= = - Þ = = Þ =
1 1

1 2 2

بنابراين به ازای مقدار مشخص f ،k در n فرد پيوسته است.

n را بررسی می كنيم: =  حالا پيوستگی f به ازای2
x x f x x x

x x
® Þ = Þ = - -+

® ®+ +
2 2

2 2
[ ] lim ( ) lim | [ ] |

Z»p

���  : x = 2 حد راست f در

 : ([ / ] )- = -2 1 3 3- است )، برابر x = 2 1/ x (مثلاً ® +2 ] وقتی ]-x مقدار
lim | [ ] | lim | ( ) | ( )
x x

x x x
® ®+ +

- - = - - = - - =
2 2

3 2 3 5

x برابر است با: = 2 مقدار f در
x x f x x x= Þ = Þ = - -2 2[ ] ( ) | [ ] |

Z»p

��� Þ = - - =f ( ) | ( ) |2 2 2 4

، پيوسته نيست و n نمی تواند زوج باشد. n = 2 x برابر نيستند، پس f در = 2 حد راست و مقدار f در
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 اول ضابطۀ g را به دست آوريد، بعد از هم ارزی های مثلثاتی استفاده كنيد.

sin( )u u ، هم ارزی مثلثاتی مقابل را برای سينوس داريم:  u®0وقتی 

g را تنها می كنيم: x( )  اول ضابطۀ

f x xg x xg x f x g x f x
x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + Þ = - Þ = -1 1 1

f در تساوی بالا، ضابطۀ آن را جای گذاری می كنيم: x( حالا به جای(

g x
x
x
x

x x
x x

x( )
( sin

sin )
sin sin
sin sin=

- +
+

-
=

- +
+ +

-1

1
1

2 1

2 1
12

2

2

=

- + - - -
+ +

sin sin sin sin
sin sin

2 2

2

2 1 2 1

2 1

x x x x
x x
x

=

-
+ + = -

+ +

4

2 1 4

2 1

2

2

sin
sin sin sin

(sin sin )

x
x x
x

x
x x x

lim به اين صورت می شود: ( )
x
g x

®0
 پس

lim ( ) lim sin
(sin sin )x x

g x x
x x x® ®

= -
+ +0 0

2

4

2 1

:x قرار دهيم sin x x®0 است، پس طبق درس نامه، می توانيم به جای در حد بالا

lim
( )

lim
x x

x
x x x x x® ®

-
+ +

= -
+ +

= -
0

2
0

2

4

2 1

4

2 1

4

۱۸ -

y است. f x= - ( y نسبت به محور xها، منحنی( f x= ( )  قرينۀ نمودار
طول به  نقطه ای  در   f منحنی  بر  مماس  خط  شيب   

f¢ است. برای درک بهتر اين  ( )a x واقع بر آن، برابر = a
موضوع شكل مقابل را ببينيد:



۷

۹

d¢ بر هم عمود باشند، حاصل ضرب شيب هايشان1- می شود.  اگر دو خط d و
y نسبت به محور xها، طبق مورد (۱) درس نامه، سهمیِ x= +2

 قرينۀ سهمی1
y است كه نمودار آن در سه مرحله رسم می شود: x= - -2

1

¾M SLvº ¾¹Äo¤

IÀ  n¼d¶ x¾ ®¾¾¾¾      

¸ÃÄIQ keH» 1¾ ®¾¾¾¾

، نسبت به محور yها متقارن  y x= - -2
1  نمودار

است، پس می توانيم فرض كنيم خط d، اين منحنی را در دو 
( )a >0 a- قطع می كند. a و نقطه به طول های

¢ = -y x2 صورت به   ، y x= - -2
تابع1 مشتق   

a است، پس شيب خط مماس بر سهمی در نقطه ای به طول
 ، -a 2a- و شيب خط مماس بر آن در نقطه ای به طول برابر

2a است. (مورد (۲) درس نامه). برابر
 اين دو خط بر هم عمودند، پس طبق مورد (۳) درس نامه، حاصل ضرب شيب هايشان

1- است:
( ) ( )- ´ = - Þ = Þ =2 2 1 4 1

1

4

2 2a a a a   
a a>¾ ®¾¾ =0 1

2

ضابطۀ در   x جای  به   a = 1

2
جای گذاری با   

y = - - = -( )1
2

1
5

4

2 ، عرض نقطۀ A برابر y x= - -2
1

5 است:
4

1 25= / می شود، پس فاصلۀ خط d از مبدأ مختصات
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 ، y ax bx cx d= + + +3 2  طول نقطۀ عطف توابع درجه سوم به شكل

- است. ba3 برابر

- است. +k
k
1

3
، طبق درس نامه برابر y kx k x= + +3 2

1( )  طول نقطۀ عطف منحنی
می خواهيم نقطۀ عطف در ربع دوم باشد، پس طول آن بايد منفی باشد:

- + < Þ + >k
k

k
k

1

3
0

1

3
0

IÀ ¾zÄn
joÎ  ã¾zÄn

joÎ  ã¾zÄn

¾ ®¾¾
+ = Þ = -

= Þ =
ì
í
î

k k
k k
1 0 1

3 0 0

( )
( )

جدول تعيين علامت رسم می كنيم:
-

+ - +

1 0

0 R
·

´ÃÀH¼iÂ¶ Hn  SLX¶ oÄjI£¶¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ -¥ - +¥( , ) ( , ) (I)1 0

x در منحنی، عرض نقطۀ عطف را به دست می آوريم: k
k= - +1
3

 حالا با جای گذاری

y kx k x= + +3 2
1( )

x k
k y k k

k k k
k

=- +

¾ ®¾¾¾ = - + + + - +
1

3 3 21

3
1

1

3
( ) ( )( )

= - ´ + + + ´ + = - + + +k k
k

k k
k

k
k

k
k

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

27

1
1

9

1

27

1

9

3

3

2

2

3

2

3

2

= - + + + = +( ) ( ) ( )k k
k

k
k

1 3 1

27

2 1

27

3 3

2

3

2

برای اين كه نقطۀ عطف در ربع دوم باشد، بايد عرض آن مثبت شود:

2 1

27

0

3

2

( )k
k
+ > IÀ ¾zÄn

joÎ  ã¾zÄn

Z»p ã¾zÄn

¾ ®¾¾
+ = Þ = -

= Þ =

ì
í
2 1 0 1

27 0 0

3

2

( ) ( )

k ( )

k k

k
ïï

îï
جدول تعيين علامت رسم می كنيم:

-

- + +

1 0

0 R
·

´ÃÀH¼iÂ¶ Hn  SLX¶ oÄjI£¶¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ - +¥( , ) ( , ) (II)1 0 0

 از دو بازۀ (I) و (II) اشتراک می گيريم:
Þ = +¥( ) ( ) ( , )I II 0

اين بازه شامل هيچ عدد صحيح منفی ای نيست، پس 
جواب صفر می شود.
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A روی  نقطۀ  ما گفته شود كه  به  نقطۀ شناور: هر وقت در سؤالی   
y از فلان  f x= ( ) y قرار دارد (يا بيشترين يا كم ترين فاصلۀ نقاط منحنی f x= ( ) منحنی
) در نظر می گيريم؛  , ( ))x f x چيز را می خواهيم)، مختصات نقاط روی منحنی را به صورت

) فرض می كنيم. , )x x -1 y را به صورت x= -1 برای مثال نقاط روی منحنی
 در مسائل بهينه سازی برای پيداكردن طول نقاط اكسترمم يک تابع، كافی است ريشه های 

صورت و مخرج مشتق آن را محاسبه كنيم.
| |ax by c

a b
0 0

2 2

+ +

+
ax برابر است با:  by c+ + =0 A از خط x y( , )0 0  فاصلۀ نقطۀ

، يعنی x x- ³[ ]2 0  ابتدا دقت كنيد برای اين كه زير راديكال منفی نشود، بايد
] هم نامنفی می شود، بنابراين x هم بايد نامنفی باشد. ]x2 x2 نامنفی است، پس x باشد.  x³ [ ]2

حالا با بازه بندی داريم:

f x

x x x x

x x x x

x x x x

( )

[ ]

[ ]

[ ]

=

£ < Þ - =

£ < Þ - = -

£ < Þ - = -

0 1

1 2 1

2 3 2

2

0

2

1

2

�

�

  
 ooÄp  ·¼a ,¡ ¡  ù

.j¼{ïÂ¶  Âÿ¹¶  ÏI§ÄjHn
  

.kºHïÏ¼L¤  ®MI

2

�
�
¤¤  oÃü  qÃº  oÄjI£¶  â¾Ã£M

ì

í

ï
ï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï
ï

f x
x x

x x
( ) =

£ <

- £ <

ì
í
ï

îï

0 1

1 1 2

بنابراين ضابطۀ تابع به شكل مقابل می شود: 

2 را رسم  2 0x y- + =  نمودار تابع f و خط
می كنيم:

از  نقاطی  است  واضح  رسم شده،  نمودار  به  توجه  با 
x منحنی f كه كم ترين فاصله را تا خط دارند، روی

قرار دارند.

اين  فاصلۀ  نمايش می دهيم.   A x x( , به صورت( را   f x x( ) = نقاط روی  
2 برابر است با: 2 0x y- + = نقاط از خط

| | ( ) |
( , )

ax by c

a b
d x x x

a b c

x y

x y
x x

0 0

2 2

2 2 0

0 0

2 2+ +

+
¾ ®¾¾¾ = - +- + =

¯ ¯

  

||
4 1+

2 مثبت است، پس می توانيم قدرمطلق  2x x- + ] است كه در اين بازه، , )0 1 x در بازۀ
dرا برداريم: x x x( ) ( )= ´ - +1

5
2 2

d مشتق می گيريم و برابر صفر قرار می  دهيم تا طول نقاط اكسترمم  x( )  از تابع
به دست آيند:

¢ = ´ - = Þ - =d x
x x

( ) ( )1

5
2

1

2
0 2

1

2
0

Þ = Þ = Þ =2
1

2

1

4

1

16x
x x
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، d x( ) x در تابع = 1

16
x است. با جای گذاری = 1

16
بنابراين طول نقطۀ اكسترمم اين تابع،

جواب حاصل می شود:
d x x x( ) ( )= ´ - +1

5
2 2

Þ = ´ ´ - + = ´

- + =

d( ) ( )1

16

1

5
2

1

16

1

16
2

1

5

15

8

1

8

1

4
2

15

8

� ��� ���
= ´ =3 5

8 5

3 5

8

5
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M4 در  M3 و  ، M2  ، M1 V4 و چهار معاونشان را هم V3 و  ، V2  ، V1  چهار وزير را
نظر می گيريم. همان طور كه در شكل زير می بينيد، ۴ معاون را می توانيم به!4 طريق در 
پايين ميز بچينيم. با اين كار جای هر كدام از وزيران در بالای ميز مشخص می شود. هر كدام 

از بسته های بيضی شكل هم!2 جايگشت دارند؛ پس جواب برابر می شود با:
¸Ãº»I÷¶ Sz«ÄI]

IÀ¾TvM ®iHj 

4 2 2 2 2 24 16 384! ! ! ! !
­

¯

´ ´ ´ ´ = ´ =
�
� �� ��

SSz«ÄI]

اما متأسفانه عدد بالا در گزينه ها نيست و طراح  رو به عنوان گزينۀ درست انتخاب كرده 
است!! احتمالاً منظور طراح اين بوده كه همۀ وزيران بايد در كنار هم و همين طور همۀ معاون ها 

هم بايد كنار هم بنشينند؛ اين جوری ديگر جايگشتِ 
بلكه  نداريم،  را  بالا  بيضی شكلِ  بسته های  داخل 
مطابق شكل مقابل، كل بستۀ وزيران و كل بستۀ 
معاونين!2 جايگشت دارند؛ اين جوری به عدد ۴۸
4 2 24 2 48! !´ = ´ = در  می رسيم: 

 متأسفانه در كنكورهای جديد (به خصوص همين كنكور) سؤالات پر ابهام و 
غلط زياد شده؛ پس اگر در يک سؤال ديديد هيچ جوره به جواب نمی رسيد اين احتمال وجود 

دارد كه اصلاً سؤال غلط باشد. در اين جور مواقع از سؤال رد شويد.

۲۲ -

 اول نمودار ون را برای دو مجموعۀ A و B می كشيم، بعد تعداد اعضای 
A B «فقط A» و «فقط B» را در ناحيۀ مناسب می نويسيم. در ادامه تعداد اعضای ناحيۀ

P را برحسب x بنويسيم. در آخر مقدار x را طوری  AP B
( )
( ) را x در نظر می گيريم تا بتوانيم

P حداكثر شود. AP B
( )
( ) تنظيم می كنيم كه

با دو پيشامد A و B طرفيم، پس نمودار ون را به صورت زير می كشيم.
مقابل  نمودار  در  را  مختلف  ناحيه های  اعضای  تعداد  حالا 
می نويسيم. به گفتۀ سؤال ۴۰ نفر فقط بليت فيلم «الف» را 
خريده اند، پس تعداد اعضای ناحيۀ قرمزرنگِ مقابل می شود ۴۰. 
از طرفی ۷۵ نفر هم فقط بليت فيلم «ب» را خريداری كرده اند، 

اين يعنی تعداد اعضای ناحيۀ آبی رنگِ مقابل می شود ۷۵.
P برابر  AP B

( )
( ) x ،Aتا باشد، در اين صورت B  بياييد فرض كنيم تعداد اعضای

می شود با:

P A
P B

x

x
P A
P B

x
x

( )
( )

( )
( ) ( )=

+

+
Þ = +

+
*

40

150

75

150

40

75

كه صورتی  در  دارد.  شاخه  دو   ، y ax b
cx d= +

+
مثل هموگرافيک  تابع  هر   

ad باشد، هر  bc- <0 ad باشد، هر دو شاخه اكيداً صعودی و در صورتی كه bc- >0
دو شاخه اكيداً نزولی هستند.

چون است،  صعودی  شاخه های  با  هموگرافيک  تابع  يک   y x
x= +

+
40

75
بالا نكتۀ  طبق 

را   x بايد حداكثر  را می خواهيم  اگر حداكثرش  بنابراين  است؛   ad bc- = - >75 40 0

حساب كنيم.

» نفر  40 75 115+ =  همان طور كه در نمودار ون گام (۱) می بينيد، از ۱۵۰ نفر، «
نفر   «150 115 35- = زمانی حداكثر می شود كه همۀ، «  x رنگی هستند.  در قسمت های 
xmax است؛ بنابراين بيشترين مقدار = 35 A اختصاص بدهيم، يعنی B باقی مانده را به

P برابر می شود با: AP B
( )
( )P A

P B
x
x

P A
P B

x( )
( )

( )
( )

max= +
+

¾ ®¾¾¾ = +
+

= ==40

75

35 40

35 75
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110

15
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پيغام  تست  اين  می شود.  تركيب  تابع  با  احتمال  كه  است  باری  اولين  اين   
می دهد كه ديگر نبايد چيزی از رياضی را حذف كنيد؛ تست ها ديگر تركيبی شده اند.

۲۳ -

زوج،  اعداد  ادامه می يابد كه همۀ  تا جايی  روند  «اين  از   منظور طراح 
غيرتكراری و با بيشترين ميانگين ممكن باشند.» اين است كه در هر مرحله ای كه دو عدد 
نبايد هيچ عدد  دلخواه را حذف می كنيد و به جای آن دو عدد، اختلافشان را می نويسيد، 
تكراری ای درست شود؛ نداشتن تكراری در مرحلۀ آخر كافی نيست؛ در هيچ مرحله ای نبايد 

تكراری داشته باشيم. در غير اين صورت مسئله جواب منحصر به فردی نخواهد داشت.

x باشد، در اين صورت  xn برابر ، ... و x2  ، x1  اگر ميانگين n دادۀ
واريانسشان از رابطۀ زير محاسبه می شود:

s2 1

2

2

2 2

=
- + - + + -( ) ( ) ( )x x x x x x

n
n

nIÃ÷¶  ýHodºH uºIÄnH»=  انحراف معيار، همان جذر واريانس است: 

 به گفتۀ سؤال، اعداد زير را در اختيار داريم:
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19, , , , , , , , , ,
در هر مرحله بايد دوتا عدد را انتخاب كنيم و به جای آن دو، اختلافشان را بنويسيم، به شرطی كه:
۲- در آخر، همۀ عددها زوج باشند. ۱- در هيچ مرحله ای عدد تكراری درست نشود. 

۳- اعداد تا جای ممكن بزرگ ترين باشند تا ميانگينشان هم بيشترين شود.
 برای برقراری شرط ۲ بايد عددهای فرد را حذف كنيم، پس در هر مرحله دو عدد فرد 
را انتخاب می كنيم و اختلافشان را می نويسيم به طوری كه شرط های ۱ و ۳ هم برقرار شوند. 
طبق شرط ۳ بهتر است در مرحلۀ اول ۹ و ۱۹ را انتخاب كنيم كه بيشترين اختلاف را دارند، 
اما چون اختلاف اين دو، عدد تكراریِ ۱۰ را به وجود می آورد، ۹ و ۱۷ را انتخاب می كنيم و به 

17» را می نويسيم: 9 8- = جای آن ها «
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

8

, , , , , , , , , ,
به همين ترتيب به جای ۱۱ و ۱۵ عدد ۴ و به جای ۱۳ و ۱۹ هم عدد ۶ را می نويسيم:

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

4 8 6

, , , , , , , , , .
4 6 8 10 12 14 16 18, , , , , , , پس داده ها به اين صورت شدند: 
x را حساب می كنيم:  حالا واريانس داده های بالا را به دست می آوريم. برای اين كار اول

x = + + + + + + + = =4 6 8 10 12 14 16 18

8
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8
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حالا به كمک مورد (۱) درس نامه، واريانس را پيدا می كنيم:

s2
2 2 2 2

4 11 6 11 8 11 18 11

8

168

8
21= - + - + - + + - = =( ) ( ) ( ) ( )

شايد بگوييد محاسبات خيلی وقت گير است، حق داريد! نكتۀ زير را بخوانيد:
 اگر n داده، يک دنبالۀ حسابی با قدرنسبت d بسازند، واريانسشان را می توانيم 

مستقيماً از اين رابطه حساب كنيم:
s2

2
21

12
= -n d

4 يک دنبالۀ حسابی با قدرنسبت ۲ می سازند؛ پس طبق نكتۀ بالا می توانستيم  6 8 18, , , , اعداد
واريانسشان را مستقيماً حساب كنيم:

s2
2

2

3

1
8 1

12
2

63

12
4

63

3
21= - ´ = ´ = =

حالا كه فهميديم واريانس داده ها ۲۱ است، طبق مورد (۲) درس نامه می توانيم بگوييم انحراف 
. 21 معيار داده ها می شود

 سؤالات آمار، جديداً علاوه بر سواد، هوش شما را هم می سنجند. انتظار ديدن 
چنين سؤالاتی را در كنكور خودتان هم داشته باشيد.



۹

۹

۲۴ - -

 «با كدام احتمال حرف «A» چاپ شده توسط دستگاه با حرف ورودی 
يكسان است»؛ يعنی اگر در آخر حرف «A» چاپ شود، با كدام احتمال حرف ورودی دستگاه 

P را حساب كنيم. A A( | )Áj»n» Â]»oi

¯
� ��� ��� هم «A» بوده است؛ پس بايد

ورودی A باشد به شرطی كه خروجی هم A باشد.

قانون بيز: در فرم شرطیِ احتمال كل، اول احتمال كل را به كمک نمودار 
درختی حساب كنيد، بعد شاخۀ مطلوب را به احتمال كل تقسيم كنيد.

P را حساب  A( | A )Áj»n» Â]»oi  طبق شفاف سازی بايد
P A( )Â]»oi كنيم؛ اين يعنی با فرم شرطی احتمال كل طرفيم. اول

(همان احتمال كل) را پيدا می كنيم.
شروع نمودار درختی به اين صورت است: 

بايد  پايين  توخالی  دايرۀ  و در   A احتمال ورودی بودن  بايد  بالا  توخالی  دايرۀ   در 
احتمال ورودی بودن B را بنويسيم. به گفتۀ سؤال احتمال انتخاب حرف A، دو برابر احتمال 
P می شود. حالا جمع  A x( ) = 2 P باشد،  B x( ) = انتخاب حرف B است؛ اين يعنی اگر

دو احتمال را مساویِ ۱ می گذاريم:

x x x x
P A x

P B x
+ = Þ = Þ = Þ

= =

= =
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پس قسمت اول نمودار درختی به اين صورت می شود: 
قبل از اين كه به گام بعدی برويم، بياييد احتمال تغيير و عدم تغيير 
حرف در هر مرحله را حساب كنيم. به گفتۀ سؤال در هر مرحله حرف 

1 بدون تغيير به مرحلۀ بعدی می رود؛ پس احتمال 
4

ورودی با احتمال

.1 1

4

3

4
- = تغيير می شود

حالا شاخه های نمودار درختی را ادامه می دهيم:
همان طور كه می بينيد در شاخۀ اول می خواهيم 
از سه مرحله خروجی هم  بعد  A و  ورودی 
A باشد. برای اين كه چنين اتفاقی بيفتد از 
اين سه مرحله يا بايد دو مرحله تغيير داشته 
باشيم يا اصلاً تغيير نداشته باشيم (صفر بار). 
چون با دو بار تغيير، يک بار Aمان می شود 
B و با تغيير بعدی باز هم به A می رسيم و 

با صفر بار تغيير هم كه Aمان دست نخورده باقی ماند؛ بنابراين عددی كه در شاخۀ اول بايد 
بنويسيم می شود:
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,¾±eo¶ pH oÃÃûU ³kø ,¾±eo¶ pH oÃÃûU 

oÃÃûUU nIM oÿÅ oÃÃûU nIM 2
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4
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4
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در شاخۀ دوم هم می خواهيم ورودی B را بعد از سه مرحله به A تبديل كنيم، بنابراين از اين 
؛  ( )B A B A® ® ® ) يا ۳ بار )B A® ۳ مرحله يا بايد ۱ بار تغيير داشته باشيم

بنابراين عددی كه بايد در شاخۀ دوم بنويسيم برابر است با:
oÃÃûU oÃÃûU ³kø oÃÃûU oÃÃûU 
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پس كامل شدۀ نمودار درختی به 
اين صورت شد:

P A( )Â]»oi  حالا شاخه ها را در هم ضرب و اعداد حاصل را با هم جمع می كنيم تا
Pپيدا شود: A( ) ( ) ( )Â]»oi = ´ + ´ = + =2
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P بايد شاخۀ مطلوب را به  A( | A )Áj»n» Â]»oi  طبق قانون بيز برای محاسبۀ
A و خروجی هم A احتمال كل تقسيم كنيم. شاخۀ مطلوب، شاخه ای است كه حرف ورودی

؛ پس: 23
48

بوده كه شاخۀ اول است و احتمال كل هم كه شد

P A( | A )Áj»n» Â]»oi =
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= =
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 سؤال واقعاً سختی بود، اگر حلش نكرديد نگران نباشيد؛ طبيعی است. لطفاً 
پاسخ اين سؤال را خوب بخوانيد تا اگر مشابه همچين سؤالی را در كنكور ديديد سورپرايز نشويد.

۲۵ -

 «هر ضلع واسطۀ هندسی دو قطر لوزی است»؛ يعنی اين رابطه برقرار است:
( )Áp¼²  Í±ò  Ï¼ö Áp¼²  ÁIÀoõ¤  Joò

2 =

 مساحت لوزی را يک بار برحسب زاويۀ داخلی اش و يک بار هم برحسب 
قطرهای آن می نويسيم و مساوی هم می گذاريم.

q  مساحت لوزی به ضلع a و زاويۀ

S a= 2 .sinq برابر است با:  
 مساحت هر چهارضلعی كه قطرهای آن بر هم عمودند 
(مثل لوزی)، برابر است با نصف حاصل ضرب طول قطرهای آن، 
مثلاً مساحت چهارضلعی ABCD در شكل مقابل می شود:

S AC BDABCD =
1

2
.

 قطرهای هر لوزی، نيمسازهای زاويه های داخلی اش هستند. 

 (نوشتن مساحت لوزی برحسب زاويۀ داخلی اش)
a و طول ضلعش را q مطابق شكل، زاويۀ حادۀ اين لوزی را
درس نامه   (۱) قسمت  در  كه  همان طور  می گيريم،  نظر  در 
گفتيم برای مساحت اين لوزی می توانيم رابطۀ زير را بنويسيم:
S aABCD = 2

1.sin ( )q
(نوشتن مساحت لوزی برحسب طول قطرهايش)

با توجه به قسمت (۲) درس نامه، داريم:
S AC BDABCD =

1

2
2. ( )

 (پيداکردن خواستۀ مسئله) 
طبق شفاف سازی می توانيم بنويسيم:

( ) .Áp¼² Í±ò Ï¼ö Áp¼²  ÁIÀoõ¤  Joò
2 2= Þ =a AC BD

AC BD. جای به  و  می گذاريم  هم  مساوی  را   (۲) و   (۱) تساوی های  راست  سمت  حالا 
: a2 aمی نويسيم AC BD a a

a

2 2 21

2

1

2
2

.sin . .sinq q= Þ =��� ��

Þ = ¾ ®¾¾¾¾ =sinq qq1

2
30

.SwH ½jIe 

با توجه به اين كه در لوزی، زاويه های مجاور، مكمل  و قطرها نيمسازند، شكل دقيق به صورت 
مقابل می شود.

وقتی  می بينيد،  مقابل  شكل  در  كه  همان طور 
قطرهای لوزی را بكشيم ۴ مثلث درست می شود 

15 است. كه كوچک ترين زاويۀ هر كدام
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نوشتن  با  بعد  ABC متشابه اند،  و   DEF اول نشان می دهيم دو مثلث   
نسبت تشابه اين دو مثلث، خواستۀ سؤال را به دست می آوريم.

 هر زاويۀ خارجی يک مثلث، برابر است 
B1با مجموع دو زاويۀ داخلی غيرمجاورش؛ مثلاً زاويۀ خارجی
Æ Æ ÆB A C1 = + در شكل مقابل برابر می شود با:

ديگر  مثلثی  از  زاويه  دو  با  مثلث  يک  از  زاويه  دو  اگر   
با  مثلث  دو  آن  آن گاه  باشند،  برابر 
ABC هم متشابه اند. مثلاً دو مثلث
با  مقابل  در شكل های   ، ¢ ¢ ¢ABC و

b متشابه اند. a و دو زاويۀ برابر
برای نوشتن نسبت تشابه دو مثلث، ضلع های رو به زاويه های برابر را در يک نسبت زير هم 
می نويسيم، به طوری كه در صورت، نسبت ها اضلاع يک مثلث و در مخرج آن ها اضلاع مثلث 

ديگر قرار داشته باشند. مثلاً نسبت تشابه مثلث های 
ABC و DEC در شكل مقابل برابر می شود با:

AC
EC

AB
DE

BC
DC

a b q¾M»n ¾M»n ¾M»n

  

= =

:(DEF و ABC اثبات متشابه بودن دو مثلث)
سؤال گفته سه زاويۀ CAE ،ABF و BCD هم اندازه اند. 
a در شكل مقابل نشان می دهيم، حالا  اين سه زاويه را با

می توانيم بنويسيم:
BAE A FBC B ACD CÆ Æ , Æ Æ , Æ Æ= - = - = -a a a

اين زاويه ها را هم روی شكل می نويسيم. 
بقيۀ  و   DEF مثلث  زاويه های  رنگ بندی  به  خوب  حالا 

) برای مثلث ACD يک  Æ)D1 مثلث ها توجه كنيد. همان طور كه می بينيد زاويۀ قرمزرنگ
: ÆC- a a و زاويۀ خارجی است، پس می توانيم بگوييم برابر می شود با جمع زاويه های

Æ (Æ ) ÆD C C1 = - + =a a
ÆF) هم به ترتيب  )1 E1(Æ) و آبی همين طور زاويه های سبز
خارجی  زاويۀ  يک   ،BCF و   ABE مثلث های  برای 

هستند؛ پس می توانيم بنويسيم:
Æ (Æ ) Æ, Æ (Æ ) ÆE A A F B B1 1= - + = = - + =a a a a

پس شكل مسئله به صورت مقابل می شود. همان طور كه 
می بينيد؛ زاويه های مثلث های DEF و ABC برابر شدند، 

پس طبق مورد (۲) درس نامه اين دو مثلث متشابه اند.
DEF و ABC (محاسبۀ خواستۀ سؤال): الان نوبت نوشتن نسبت تشابه مثلث های

است. برای اين كار از مورد (۳) درس نامه كمک می گيريم:
AB
EF

BC
DF

AB AB

C A

BC
DF EF

Æ Æ

/ , /
¾M»n ¾M»n

 

= = Þ =¾ ®¾¾¾¾¾=
= =

8

2 5 3 3

8

2 5 3

88

5

2

Þ = ´ ´ = =AB 2 8 3

5

48

5
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 شاهد مدل جديدی از سؤال در مورد تشابه بوديم كه حتماً برای خيلی ها ناآشنا 
است و ايده ای برای حل آن ندارند؛ بنابراين اگر از پسِ اين سؤال برنيامده ايد، خيلی نگران نباشيد، 

سعی كنيد پاسخ آن را خوب ياد بگيريد تا در مواجهه با سؤال های مشابه، غافلگير نشويد.

۲۷ -

 اول شكل مسئله را رسم می كنيم تا كوچک ترين مثلثی كه درست می شود، 
خودش را نشان دهد؛ بعد با توجه به اين كه قطر، مساحت مستطيل را نصف می كند، خواستۀ 
سؤال را به نسبت طول دو پاره خط تبديل می كنيم. در آخر اين نسبت را به كمک قضيۀ تالس 

حساب می كنيم.

DE BC  در مثلث مقابل، اگر
باشد، طبق قضيۀ تالس می توانيم نسبت زير را بنويسيم:
DE
BC

AD
AB

AE
AC= = (تالس جزء به كل)   

 با رسم هر قطر يک مستطيل، دو مثلث همنهشت (و در نتيجه هم مساحت) ايجاد می شود.
 (رسم شکل مسئله) شكل مسئله به صورت مقابل است.
AC همان خط هايی هستند كه قطر ¢d اين شكل d و در 
را به سه قسمت تقسيم می كنند. به گفتۀ سؤال قسمت وسط
¢CH) است، پس  ، دو برابر قسمت های كناری (AH و ( )HH¢
AH CH x HH x= ¢ = ¢ =, 2 می توانيم فرض كنيم:

(تحليل خواستۀ سؤال) همان طور كه در شكل بالا می بينيد، كوچک ترين مثلثی كه در 
¢CFH) است؛ پس خواستۀ سؤال، يعنی نسبت مساحت  مستطيل وجود دارد، مثلث AEH (يا

. طبق مورد (۲)  SS
ABCD

AEH
D

مستطيل به مساحت كوچک ترين مثلث درست شده در آن، می شود

درس نامه، مساحت مستطيل، دو برابر مساحت مثلث ABC است؛ پس می توانيم بنويسيم:

S
S

S

S

BH AC

EH AH

BH x
EH

ABCD

AEH

ABC

AEH

x

x

D

D

D
= =

´ ¢´

´ ´
= ¢´

´

2 2
1

2

1

2

8

4

( )
�

�
xx
1

= ´ ¢ *8 BH
EH ( )

) برای محاسبۀ خواستۀ سؤال، بايد نسبت )* (محاسبۀ خواستۀ سؤال) طبق رابطۀ

BH¢ ¢ABH نگاه كنيد. پاره خط های EH و BHEH را به دست بياوريم. خوب به مثلث
¢

. حالا در مثلث EH BH
¢ در اين مثلث هر دو بر قطر AC عمودند، پس می توانيم بگوييم

¢ABH، تالس می نويسيم:
AH
AH

EH
BH

x
x x

EH
BH

EH
BH

x
x¢ = ¢ Þ

+
= ¢ Þ ¢ = =

2 3

1

3

1

Þ ¢ =BH
EH 3

) جای گذاری می كنيم: )* در آخر تساوی بالا را در رابطۀ
S
S

BH
EH

ABCD

AEH
D

= ´ ¢ = ´ =8 8 3 24

حواستان باشد، سؤال گفته خط هايی از دو رأس مقابل، نه پاره خط هايی از دو رأس 
مقابل. اگر به اشتباه پاره خط های عمود بر قطر را بكشيم به 
شكل مقابل می رسيم. كوچک ترين مثلث درست شده در اين 
اگر  اين حالت  در  است.   (AHD¢ (يا  BHC مثلث  شكل، 
به عدد ۸ می رسيم كه در  را حساب كنيم  خواستۀ مسئله 

 به عنوان تله وجود دارد.

۲۸ -

شكل  مطابق  مثلث  هر  ميانه های   
مقابل، در نقطه ای به نام مرکز ثقل همرس اند. ميانه ها هميشه 
به نسبت ۱ به ۲ همديگر را قطع می كنند. برای درک بهتر 

اين موضوع شكل مقابل را ببينيد:

 اگر مثل شكل مقابل، از مركز ثقل مثلث به رأس هايش 
پس  می شود؛  درست  هم مساحت  مثلث  سه  كنيم،  وصل 

می توانيم بنويسيم:
       S S

ABC
= 1

3
D

به  مسئله  آن) شكل  تحليل  و  مناسب  (رسم شکل 
صورت مقابل است. طبق مورد (۱) درس نامه، ميانه ها به نسبت 
۱ به ۲ همديگر را قطع می كنند، پس می توانيم طول قطعات 
ايجادشده روی ميانه ها را به صورت مقابل روی شكل بنويسيم.
(G) همان مركز ثقل مثلث ،CP و BN محل برخورد ميانه های
است، پس می توانيم از خواص همرسی ميانه ها كه در درس نامه 

گفتيم، استفاده كنيم.



۱۱

۹

1

3
 ،GBC طبق مورد (۲) درس نامه، مساحت مثلث :(GBC محاسبۀ مساحت مثلث)

مساحت مثلث ABC است؛ پس:
S S S
GBC ABC GBC

S
ABC

D D D

D

= ¾ ®¾¾¾¾ =
=

1

3
6

18

(محاسبۀ y ،x و خواستۀ سؤال)
3 4 5 1 5 2 3x x CG x= Þ = Þ = =/ / CP و اين يعنی:  = 4 5/ سؤال گفته

برای پيداكردن مقدار y، از مساحت مثلث GBC كه در گام قبل به دست آورديم، استفاده 
Sمی كنيم: BG CG BG

GBC

S

GC
GBC

D

D

= ¾ ®¾¾¾ = ´
=

=
1

2
6

1

2
3

6

3
.

Þ = Þ = Þ = Þ = =BG y y BN y4 2 4 2 3 6

BN
CP = = = =6

4 5

6

9

2

12

9

4

3/ و در نهايت، خواستۀ سؤال می شود: 

۲۹ -

a در شكل مقابل،   اندازۀ هر زاويۀ محاطی مثل

a = 1

2
AC مساوی نصف اندازۀ كمان مقابلش است؛ يعنی

در   ABCDE پنج ضلعی  می بينيد،  شكل  در  كه  همان طور 
دايره محاط است. به گفتۀ سؤال هر ضلع اين ۵ضلعی، وترِ رو 
به يک زاويۀ محاطی است، مثلاً در شكل مقابل، ضلع AB وتر 
می توانيم  درس نامه  است، پس طبق   F1 محاطیِ زاويۀ  به  رو 
ÆF AB
1

1

2
=  بگوييم:

 ، F3  ، F2 به همين ترتيب اگر ضلع های DE ،CD ،BC و EA، وتر رو به زاويه های محاطیِ
F5 باشند، می توانيم بنويسيم: F4 و

Æ , Æ , Æ , ÆF BC F CD F DE F EA
2 3 4 5

1

2

1

2

1

2

1

2
= = = =   

پس مجموع اين زاويه ها می شود:

Æ Æ Æ Æ ÆF F F F F AB BC CD DE EA
1 2 3 4 5

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2
+ + + + = + + + +    

= + + + + =1

2
180

360

( )AB BC CD DE EA� � � � �
� ������ ������

�

�

متأسفانه سازمان سنجش پاسخ اين سؤال را  اعلام كرده، حالا چرا و چه جوری نمی دونيم!!!
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 در واقع سؤال، شعاع يكی از دايره های محاطی خارجی مثلث ABC را 
می خواهد، پس بايد اول مساحت مثلث را حساب كنيم، برای اين كار هم چون طول سه ضلع 

مثلث را داريم، هرون بهترين انتخاب است.

 اگر p نصفِ محيط مثلثی با اضلاع b ،a و c باشد، مساحت اين مثلث 

S p p a p b p c= - - -( )( )( ) برابر می شود با:  (رابطۀ هرون) 
را در شكل   ABC دايره های محاطی خارجی مثلث  از   يكی 
مقابل ببينيد. اين دايره بر ضلع به طول a و امتداد دو ضلع ديگر 
ra نشان می دهيم. برای  مماس است؛ به همين خاطر شعاعش را با

ra از رابطۀ مقابل استفاده می كنيم: rمحاسبۀ S
p aa =

-

(تحليل شکل مسئله و خواستۀ سؤال) 
همان طور كه می بينيد، دايرۀ رسم شده در شكل، يكی از دايره های 
به طول بر ضلع  ABC است. دايره ای كه  محاطی خارجی مثلث 

BC و امتداد دو ضلع ديگر مثلث مماس است. a= = 7
طبق مورد (۲) درس نامه شعاع اين دايره برابر می شود با:

r S
p aa =

-
*( )

(ABC محاسبۀ مساحت مثلث)
، پس  c AB= = 9 b و AC= = 8  ، a BC= = 7 طول سه ضلع مثلث ABC را داريم
برای محاسبۀ مساحت، می توانيم از رابطۀ هرون استفاده كنيم (طبق مورد (۱) درس نامه). 

اول p يا همان نصف محيط را حساب می كنيم:
p a b c= + + = + + =

2

7 8 9

2
12

S p p a p b p c= - - -( )( )( ) حالا داريم: 

Þ = - - - = ´ ´ ´ = ´ ´ =
´

S 12 12 7 12 8 12 9 12 5 4 3 3 4 5 12 5
2 2

3 4

( )( )( )


(محاسبۀ خواستۀ سؤال)
) به دست بياوريم: )* ra را به كمک رابطۀ حالا كه مقدار p ،a و S را داريم، می توانيم

ra =
-

= =12 5

12 7

12 5

5
2 4 5/

قابل حل   سؤال تركيبی از فصل های اول و سوم كتاب هندسۀ ۲ كه كاملاً 
است. در ميان سؤال های هندسه پايه، بايد بتوانيد اين مدل سؤال ها را شناسايی كرده و اول 

سراغ آن ها برويد.

۳۱ -

 اول ببينيد رأس روبه روی ضلعِ ثابت (ضلع به طول ۱۵) كجاها می تواند 
باشد. اين جوری متوجه می شويد كه با نوع خاص مسئلۀ هرون طرف هستيد.

برای پيداكردن نقطه هايی كه از خط d به فاصلۀ R باشند، بايد دو خط 
 .( , )¢D D موازی با d و به فاصلۀ R در دو طرف آن رسم كنيم
 ،(B و A مثل) هر نقطه ای كه روی يكی از اين خط ها باشد

فاصله اش از خط d برابر R است. نگاه كنيد:

مسئلۀ هرون: در اين مسئله مطابق شكل مقابل، 
دارند.  قرار   d در يک طرف خط   B و   A نقطۀ  دو 
می خواهيم نقطه ای مثل M را روی خط d پيدا كنيم، 
(AM MB+ (همون AMB به طوری كه مسير

كم ترين طول ممكن را داشته باشد. برای پيداكردن نقطۀ M كارهای زير را انجام می دهيم:
A¢ برسيم. (شكل ۱)  نقطۀ A را نسبت به خط d بازتاب می دهيم تا به نقطۀ

A¢ را به B وصل می كنيم تا d را در نقطۀ M قطع كند. M همان نقطه ای است كه 
به دنبالش هستيم.

 بعد از پيداكردن نقطۀ M در مسئلۀ هرون (شكل 
مقابل را ببينيد)، می توانيم بگوييم از بين همۀ مثلث هايی 
كه دو رأس آن ها A و B و رأس سومشان روی d قرار 

دارد، مثلث AMB، كم ترين محيط را دارد.
 حالت خاصِ مسئلۀ هرون، وقتی اتفاق می افتد كه AB با 
خط d موازی باشد (شكل مقابل را ببينيد). در چنين حالتی اگر 
محيط مثلث AMB كم ترين باشد، حتماً متساوی الساقين است.

(پيداکردن جایِ رأسِ روبه روی ضلع ثابت)
ضلع در  كه  می زند  حرف  مثلث هايی  مورد  در  سؤال 
BC مشترک هستند. يكی از اين مثلث ها را در  =15

شكل مقابل ببينيد. 
به گفتۀ سؤال، مساحت اين مثلث ۳۰ واحد مربع است، 

Sپس می توانيم بنويسيم: a h h hABC a a a= Þ = ´ ´ Þ =1

2
30

1

2
15 4.
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حالا می توانيم بگوييم فاصلۀ نقطۀ متغير A از خط ثابت BC، ۴ واحد است، پس طبق مورد (۱) 
D¢ قرار بگيرد. D يا درس نامه، نقطۀ A می تواند روی هر كدام از دو خط

(استفاده از حالت خاص مسئلۀ هرون)
كنيد.  نگاه   BC ضلع  و   D A، خط نقطۀ  به  خوب  حالا 
و  است  موازی   D با  BC ضلع  می بينيد  كه  همان طور 
D طوری انتخاب كنيم كه  می خواهيم نقطۀ A را روی خط
محيط مثلث ABC كم ترين شود. طبق مورد (۴) درس نامه 
ABC (حالت خاص مسئلۀ هرون) در چنين حالتی مثلث

حتماً متساوی الساقين است. می دانيم در هر مثلث متساوی الساقين ارتفاع وارد بر قاعده، ميانه 

BH HC= = 15
2

هم هست، پس در شكل بالا ارتفاع AH ميانه هم هست؛ يعنی:
(محاسبۀ خواستۀ سؤال)

مثلث قائم الزاويۀ ABH را در شكل گام قبل ببينيد، با استفاده از قضيۀ فيثاغورس در آن، داريم:

b AH BH b= + Þ = + = +2 2 2 2
4

15

2
16

225

4
( )

= + = = Þ = ´ + =64 225

4

289

4

17

2
2

17

2
15 32ABC

D
ôÃd¶ ( )

8 هستند كه  1

2
´ 15 و 1

2
´ (البته اگر دقت كنيد اضلاع قائم مثلث قائم الزاويۀ ABH به صورت

(17 1

2
´ 17k می اندازد؛ پس طول وتر آن می شود 15k و  ، 8k آدم را ياد اعداد فيثاغورسی
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 اگر در مثلث ABC، نيمساز داخلی AE را رسم كنيد، دو مثلث در شكل 
ايجاد می شود كه در هر كدام آن ها، يک نيمساز داخلی رسم شده، حالا بايد از روابط نيمساز 

در اين دو مثلث استفاده كنيد.

را  مقابلش  مثلث، ضلع  داخلی هر  نيمساز   
اين يعنی در شكل  به نسبت اضلاع كناری اش قطع می كند؛ 

BDمقابل، اگر AD نيمساز باشد؛ داريم:
CD

AB
AC=

برای محاسبۀ طول اين نيمساز هم از رابطۀ زير استفاده می كنيم:
AD AB AC BD CD2 = -. .

(تحليل شکل مسئله)

DACÆ؛  = 3a BADÆ و = a DAC است، پس می توانيم بگوييم BADÆ Æ= 3 به گفتۀ سؤال
BACÆ می شود. = 4a بنابراين

همان طور كه در شكل زير می بينيد، اگر نيمساز زاويۀ BAC را رسم كنيم (AE)، يک اتفاق 

ABC) در شكل ايجاد 
D

ABE و
D

خوب می افتد؛ دو مثلث (
می شود كه در آن ها نيمساز رسم شده است  و می توانيم از 

ويژگی های نيمساز در اين دو مثلث استفاده كنيم.
(ABE استفاده از ويژگی های نيمساز در مثلث)

در مثلث AD ،ABE نيمساز است، پس طبق درس نامه می توانيم بنويسيم:
BD
DE

AB
AE DE AE

AE
DE= Þ = Þ = =4 8 8

4

2

1
Þ = =AE x DE x2 ,

حالا به كمک فرمول طول نيمساز در مثلث x ،ABE را به دست می آوريم:
AD AB AE BD DE x x2 2

6 8 2 4= - Þ = -. . ( ) ( )

Þ = Þ = Þ
= =
= =

ì
í
î

36 12 3
2 6

3
x x

AE x
DE x

 (ABC استفاده از ويژگی نيمساز در مثلث)
را روی  آورديم  به دست  قبل  چيزهايی كه در گام 

شكل مقابل می نويسيم:
در مثلث AE ،ABC نيمساز است؛ پس:

BE
CE

AB
AC CE AC CE AC= Þ + = Þ =3 4 8 7 8 Þ = Þ

=
=

ì
í
î

AC
CE

AC y
CE y

8

7

8

7

حالا فرمول طول نيمساز AE را در مثلث ABC می نويسيم تا y هم پيدا بشود:
AE AB AC BE CE y y2 2

6 8 8 7 7= - Þ = -. . ( ) ( )

Þ = - Þ = Þ = = =36 64 49 15 36
36

15

12

5
2 4y y y y /

.AC y= = ´ =8 8 2 4 19 2/ / بنابراين طول AC می شود
اين  به  نتوانستيد  اگر  كنكور ۱۴۰۲.  رياضی  از سخت ترين سؤال های  يكی   
سؤال پاسخ دهيد، اصلاً نگران نباشيد؛ پاسخ را خوب بخوانيد تا سؤال های شبيه به اين سؤال 

را بتوانيد حل كنيد.

۳۳ -

زير  صورت  به   A
a
d
b

c
=

é

ë
ê

ù

û
ú مثل  ، 2 2´ ماتريس هر  دترمينان   

محاسبه می شود:
ÂøoÎ oõ¤ ÁIÀ ¾ÄHnj Joò

Â±ÅH oõ¤  ÁIÀ ¾ÄHnj  Joò

| |A ad bc= -
¯

­

 در دنيای لگاريتم ها، ۴ قانون مهم زير برقرار است:
log log loga a ab c bc+ =  قانون جمع لگاريتم ها:

log log loga a ab c b
c- =  قانون تفاضل لگاريتم ها:

 لگاريتم، توانی را كه روی عدد جلويش نشسته باشد، به عنوان ضريب به پشت خودش 
log loga a

mb bm= منتقل می كند؛ يعنی: 
a كه در آن ها عدد به توان لگاريتم می رسد، می توانيم جای  b clog  در عبارت هايی مثل
a cb bc alog log= و c را عوض كنيم؛ يعنی:  a

( | |A (محاسبۀ
A را محاسبه  =

é

ë
ê

ù

û
ú

log
log
log

log
6

6

6

6

3

3

2

2
اول به كمک مورد (۱) درس نامه، دترمينان ماتريس

می كنيم:
| | ( )((log ) log lo(log ) logA = - = -

6

2

66

2

6
3 32 2

Z»jq¶ jIdUH

� ���� ���� gg log )
6 6
3 2+

= ´ =log log log
6 6 6

1

3

2
6

3

2

را   B
A

A

A

A
=

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

6

36

2

3

| |

| |

| |

| |
ماتريس دترمينان  مقدار  (محاسبۀ خواستۀ سؤال) سؤال 

می خواهد كه برابر است با:
| | ( ) ( )| | | | | | | | | | | |

| |
B A A A A A A

A
= - = -´ ´6 36 2 3 6 6

6

3

2



| |
log log

B = -6 6
3

3

2

3

2
6 6 | را در تساوی بالا جای گذاری می كنيم:  | logA =

6

3

2
حالا

log ( ) log
6

3

6

3

2

27

8
= 3 می توانيم بنويسيم:  3

2
6

log طبق قانون (پ) درس نامه به جای

| |
log log

B = -6 6
6 6

27

8

3

2

در آخر به كمک قانون (ت) درس نامه تساوی بالا را ساده می كنيم:

| |
log log

B = - = - =27

8

3

2

27

8

3

2

15

8

6

1

6

1

6 6

 

۳۴ -

كانونیِ  وتر  همان  است»،  عمود  سهمی  محور  بر  كانون  از  كه  «وتری   
سهمی است.

مقابل  شكل  در  كه  همان طور   
هادی  خط  و  كانون  از  سهمی  رأس  فاصلۀ  می بينيد، 
يكسان است. به اين فاصله، فاصلۀ کانونی می گوييم و با

| نشانش می دهيم. |a
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x2 وجود داشته باشد، سهمی قائم و در نتيجه دهانه اش يا رو به   اگر در معادلۀ سهمی
A h k( , ) بالاست يا رو به پايين. در چنين سهمی هايی اگر مختصات رأس سهمی به صورت

| باشد، معادله سهمی مطابق جدول زير نوشته می شود: a | و فاصلۀ كانونی

شکل

مشخصات
دهانۀ سهمیرو به بالارو به پايين

( ) ( )x h a y k- = - -2
4( ) ( )x h a y k- = -2

معادلۀ سهمی4

بر  كانون  از  اگر  مقابل،  شكل  مطابق   
محور تقارن سهمی، يک خطِ عمود بكشيم 
كند،  قطع   B و   A نقاط  در  را  سهمی  تا 
4 درست می شود كه به  | |a وتری به طول

آن وتر کانونی می گوييم.

(تشخيص قائم يا افقی بودن سهمی) همان طور كه 
در شكل مقابل می بينيد، سهمی ای كه مختصات رأسش
بگذرد، هم می تواند   ( , )1 1 نقطۀ از  و  باشد   S( , )- -1 1

افقی و هم می تواند قائم باشد. 
سهمی  می كنيم  فرض  ما  اين جا 
اين  به  نمودارش  پس  است،  قائم 

صورت می شود:

(کامل کردن شکل مسئله و تحليل 
MN آن) طبق خواستۀ سؤال وتر كانونی
NH¢ و  MH عمودهای  همين طور  و 

به  تا  اضافه می كنيم  نمودار سهمی  به  را 
شكل مقابل برسيم:

 (۳) و   (۱) مورد  كمک  به  می توانيم  حالا 
درس نامه طول قطعات SF ،NF ،MF و
| روی شكل بنويسيم. |a ¢¢SH را برحسب

مستطيل قطر  طول  يعنی  سؤال،  خواستۀ   ( | |a برحسب سؤال  خواستۀ  (محاسبۀ 
به   | |a برحسب  ،MNH مثلث  در  فيثاغورس  قضيۀ  كمک  به  می توانيم  را   MNHH¢

دست بياوريم:
NH MN MH a a a a2 2 2 2 2 2 2

4 2 16 4= + = + = +( | |) ( | |) | | | |

= *20 20
2 2| | ( )a aIÄ

بنابراين برای محاسبۀ خواستۀ سؤال بايد a را حساب كنيم.
(محاسبۀ a و خواستۀ سؤال) طبق مورد (۲) درس نامه، معادلۀ سهمی ای كه مختصات 

)S و دهانه اش رو به بالا باشد، به اين صورت است: , )- -1 1 رأسش
( ) ( )x a y+ = +1 4 1

2

) می گذرد، پس حق داريم اين نقطه را در معادلۀ سهمی  , )1 1 به گفتۀ سؤال سهمی از نقطۀ
)جای گذاری كنيم: ) ( )1 1 4 1 1 4 8

1

2

2+ = + Þ = Þ =a a a

، خواستۀ سؤال را به دست بياوريم: ( )* حالا كه a را داريم، می توانيم به كمک رابطۀ

NH a NH2 2 2
20 20

1

2
20

1

4
5 5= = = ´ = Þ =( )
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- حاصل ضرب اندازه های دو بردار  3
5

 ،


b a و  «ضرب داخلی بردارهای








a b a b× = - 3

5
| | | | است»؛ يعنی: 

و  


a b. اين صورت در  باشد،   a  ،


b و  a بردار دو  بين  زاويۀ  اگر   

| به صورت زير محاسبه می شوند: |



a b´








a b a b× = | | | | cosa   ,   | | | | | | sin







a b a b´ = a

180 است.  زاويۀ بين دو بردار عددی بين صفر تا

 ساخته می شود، برابر است با:


  و


مساحت مثلثی كه روی بردارهای 

S = ´1

2
| |
 

� �
 دوتا از قوانين مهم ضرب خارجیِ بردارها را ببينيد:



 

a b b a´ = - ´  يا 


 



b a a b´ = - ´
  a a o´ =  ضرب خارجی هر بردار در خودش، بردار صفر است؛ يعنی: 

) طبق شفاف سازی، رابطۀ


b  و
a (محاسبۀ سينوس و کسينوس زاويۀ بين بردارهای

به  باشد،   a بردار، بين دو  زاويۀ  اگر فرض كنيم  است، پس  برقرار   






a b a b× = - 3

5
| | | |

كمک مورد (۱) درس نامه می توانيم بنويسيم:

| | | | cos | | | | cos







a b a ba a= - Þ = -3

5

3

5

sina را هم حساب كنيم: ، می توانيم sin cos2 2
1a a+ = حالا به كمک اتحاد

sin ( ) sin sin2 2 2 23

5
1

9

25
1

16

25
a a a+ - = Þ + = Þ = Þ = ±sina 4

5

sina 0 و در نتيجه0< 180
 < <a اين جا بايد حواسمان باشد كه طبق مورد (۲) درس نامه،

sina را انتخاب می كنيم. = + 4

5
است، پس

(محاسبۀ خواستۀ سؤال) حالا به كمک مورد (۳) درس نامه مساحت مثلثی را كه روی 

|) ساخته می شود، به دست می آوريم: | | |
)3 2









a
a

b
b

+ |) و | | |
)









a
a

b
b

- 2 بردارهای

S a b
b

a
a

b
b

= + ´ -1

2

3 2 2| ( | a | | |
) ( | | | |

) |














 = - ´ + ´ -1

2

6 2|
| | | | | | | |

|

















o a b
a b

b a
a b

o

: - ´2


a b 2 بنويسيم


b a´ طبق مورد (۴) درس نامه، می توانيم به جای

S a b
a b

a b
a b

a b
a b

= - ´ - ´ = - ´ =1

2

6 2 1

2
8 4|

| | | | | | | |
| |

| | | |
|























 ||
| | | |

|
| | | |

| |














a b
a b a b

a b´ = ´4

: | | | | sin



a b a | هم می نويسيم |



a b´ به جای

S
a

a b
= = = = =

­

4 4 4
4

5

16

5
3 2

4

5

| | | b | sin

| | | |
sin ( ) /









a
a

k{ Ó°L¤
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x y ax by c2 2
0+ + + + =  معادلۀ گستردۀ هر دايره به صورت

است. برای به دست آوردن شعاع و مركز در اين معادله، از روابط زير استفاده می كنيم:

O x y( , )- -KÄoò KÄoò

2 2 r c= + -
¯

( ) ( )q¨o¶ Ï¼ö q¨o¶ Æoø

½joTv¬  ã¾²jI÷¶  SMIY  jkø

2 2        

فقط حواستان باشد، زمانی می توانيد از رابطه های بالا استفاده كنيد كه در معادلۀ گسترده 
y2 برابر ۱ و عدد ثابت، سمت چپ معادله باشد. اگر معادلۀ گسترده اين شكلی  x2 و ضريب

نبود، بايد چنين شرايطی را خودتان بسازيد.
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C مماس باشد،  O R( , )  اگر خط d مثل شكل مقابل بر دايرۀ
می توانيم بگوييم فاصلۀ مركز دايره از خط d، مساویِ شعاع دايره 
OH R= است:

)O و شعاع r به صورت زير نوشته می شود: , )a b  معادلۀ دايره به مركز

( ) ( )x y r- + - =a b2 2 2

) بايد جای  )y x=  برای به دست آوردن قرينۀ يک نقطه نسبت به نيمساز ناحيۀ اول
)A نسبت به نيمساز ناحيۀ اول و سوم  , )3 5- x و y نقطه را عوض كنيم. مثلاً قرينۀ نقطۀ

. ¢ -A ( , )5 3 می شود
 برای به دست آوردن معادلۀ وتر مشترک دو دايره، كارهای زير را انجام می دهيم:

y2 در معادلۀ گسترده شان ۱ باشد (اگر نبود اين كار  x2 و  چک می كنيم كه ضرايب
را انجام می دهيم).

 طرفين معادله های گسترده را از هم كم می كنيم.
 برای به دست آوردن طول نقطه های برخورد دو دايره:

 معادلۀ وتر مشترک دو دايره را پيدا می كنيم.
y می نويسيم و در معادلۀ يكی از  = x +  معادلۀ وتر مشترک را به صورت 
دايره ها جای گذاری می كنيم. جواب های معادلۀ به دست آمده، طول نقاط برخورد دو دايره هستند. با 

جای گذاری اين جواب ها در معادلۀ وتر مشترک، عرضِ نقاطِ تقاطع هم به دست می آيند.
(پيداکردن مرکز دايرۀ کوچک و شعاع دايره ها)
اول يک شكل فرضی برای مسئله می كشيم. سؤال معادلۀ 
x y x y r2 2

6 2+ + - = به صورت را  دايرۀ كوچک تر 
داده، پس می توانيم بگوييم مختصات مركزش می شود:

O( , ) ( , )- - - = -6

2

2

2
3 1

y بر دايرۀ كوچک تر مماس  x- =0 به گفتۀ سؤال خط
شعاع  برابر   y x- =0 از خط  ( ( , ))O -3 1 كوچک تر دايرۀ  مركز  فاصلۀ  يعنی  اين  است؛ 

دايره است:
R = - -

+ -
= = =´| ( ) |

( )

1 3

1 1

4

2

4 2

2
2 2

2

22 2

از طرفی سؤال می گويد شعاع دايرۀ بزرگ تر، دو برابر شعاع دايرۀ كوچک تر است؛ پس اگر شعاع 
¢ = = =R R2 2 2 2 4 2( ) R¢ در نظر بگيريم، می توانيم بنويسيم:  دايرۀ بزرگ تر را

نقطۀ  ، x y x y r2 2
6 2+ + - = دايرۀ مركز  ديديم  قبلی  گام  در   (r (محاسبۀ 

را   r درس نامه   (۱) مورد  روابط  به كمک  می توانيم  2 شد؛ پس  2 و شعاعش  O( , )-3 1

حساب كنيم، اما قبلش عدد ثابت معادله، يعنی r را به سمت چپ می بريم تا بتوانيم از آن روابط 
x درمی آيد: y x y r2 2

6 2 0+ + - - = استفاده كنيم. با اين كار معادلۀ دايره به صورت

R c= + - ®( ) ( )q¨o¶ Ï¼ö q¨o¶ Æoø SMIY  jkø
2 2

Þ = - + - - ¾ ®¾¾ = + Þ = -
+

2 2 3 1 8 10 2
2 2

10

2( ) ( )r r r
r

·H¼U

� ��� ���   

x y x y2 2
6 2 2 0+ + - + = پس معادلۀ دايرۀ كوچک تر به اين صورت می شود: 

(نوشتن معادلۀ دايرۀ بزرگ تر) برای نوشتن معادلۀ دايرۀ بزرگ تر، شعاع و مركزش 
به  ، پس فقط می ماند مركزش. خوب  4 2 به دست آورديم را كه  را لازم داريم. شعاعش 
سؤال، خط گفتۀ  به  كنيد.  نگاه   (۱) گام  در شكل   ¢O و  O نقطه های  و   y x- =0 خط
y كه همان نيمساز ناحيۀ اول و سوم است، عمودمنصف¢OO است؛ اين يعنی  x- =0

O¢ می رسيم: اگر نقطۀ O را نسبت به نيمساز ناحيۀ اول قرينه كنيم به مختصات نقطۀ
O Oy x

y x( , ) ( , )- ¾ ®¾¾¾¾¾ ¢ -=
3 1 1 3

¾M  SLvº  ¾¹Äo¤

»  ÁI] ÇÄ¼÷U

 (۳) مورد  كمک  به  را  معادله اش  می توانيم  داريم،  را  بزرگ تر  دايرۀ  شعاع  و  مركز  كه  حالا 
درس نامه بنويسيم:

( ) ( ) ( )x y- + + =1 3 4 2
2 2 2 Þ - + + + + =( ) ( )x x y y2 2

2 1 6 9 32

Þ + - + - =x y x y2 2
2 6 22 0

(محاسبۀ خواستۀ سؤال) در آخر محل تقاطع دو دايره را طبق مورد (۶) درس نامه 
در دو مرحله پيدا می كنيم:

پيداکردن معادلۀ وتر مشترک دو دايره: طبق مورد (۵) درس نامه معادلۀ وتر مشترک دايره های
به دست  زير  به صورت   x y x y2 2

2 6 22 0+ - + - = x و y x y2 2
6 2 2 0+ + - + =

( ) ( )x y x y x y x y2 2 2 2
2 6 22 6 2 2 0 0+ - + - - + + - + = - می آيد: 

Þ - + - = ¾ ®¾ - + - = Þ = +¸
8 8 24 0 3 0 3

8x y x y y x
دايرۀ معادلۀ  در  را   y x= + 3 حالا دايره ها:  از  يکی  معادلۀ  در  وتر مشترک  جای گذاری 
x) x جای گذاری می كنيم تا به يک معادلۀ  درجه۲ برحسب x y x y2 2

6 2 2 0+ + - + =
x x x2 2

3 6 2 3 2 0+ + + - + + =( ) (x ) همان طول نقاط تقاطع است) برسيم: 
Þ + + + + - - + =x x x x x2 2

6 9 6 2 6 2 0( ) Þ + + =2 10 5 0
2x x   (*)  

كه شرطی  به   ax bx c2
0+ + = درجه دوم معادلۀ  ريشه های  حاصل ضرب   

ضرب ريشه ها = ca D باشد، برابر است با:  >0

سؤال حاصل ضرب طول نقطه های برخورد، يعنی حاصل ضرب جواب های معادلۀ (*) را می خواهد 

P c
a= = 5

2
كه طبق نكتۀ بالا برابر می شود با: 
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«... 3 0( )a a  به قسمتِ اولِ صورتِ سؤال توجه كنيد: «با قراردادن عدد سه رقمی
، چهاررقمی می شود. 3 0( )a a ، عدد a > . چون به ازای3 a =1 2 3IÄ IÄ همين جا می توانيم بگوييم
 سؤال می پرسد حداكثر چند عدد اول می تواند a را بشمارد. در جواب بايد بگوييم وقتی
a باشد، ۱ عدد اول a را می شمارد؛ پس جواب عدد ۱ است. = 2 3, a باشد، صفر عدد و وقتی =1

۳۸ -

y حذف  تا   اول طرفين معادله را به پيمانۀ ۷۷ همنهشت قرار می دهيم 
شود، بعد با حل معادلۀ همنهشتی حاصل، فرم كلی x را به دست می آوريم. در آخر به كمک 

فرم كلی x، خواستۀ مسئله را حساب می كنيم.

ax (b ،a و c اعدادی صحيح اند)  by c+ =  به معادله هايی به شكل
معادلۀ سيالۀ خطی می گوييم. برای حل كردن اين معادله ها، كارهای زير را انجام می دهيم:

 طرفين معادله را به پيمانۀ ضريب كوچک تر (يا a يا b) همنهشت قرار می دهيم تا به 
يک معادلۀ همنهشتی برسيم.

 با حل معادلۀ همنهشتی، فرم كلی يكی از مجهول ها را به دست می آوريم.
 مجهولِ به دست آمده را در معادلۀ سياله جای گذاری می كنيم تا مجهول ديگر هم به 

دست بيايد.
a بخش پذير باشند،  ¹0  اگر طرفين يک همنهشتی به پيمانۀ m بر عدد صحيحی مثل
می توانيم a را از طرفين همنهشتی ساده كنيم، اما بايد حواسمان باشد كه پيمانه را هم بر

) تقسيم كنيم؛ يعنی: , )a m
ax ay x y
m

m
da

a m dº ¾ ®¾¾¾ º¸
=( , )

a را می توانيم به يک تساوی تبديل كنيم، ببينيد: b
m
º  هر همنهشتی مثل

a b a mk b
m
º Û = +

 در قسمت (۱) درس نامه گفتيم طرفين معادلۀ سياله را به پيمانۀ ضريب كوچک تر 
همنهشت قرار دهيد، اما اين جا سؤال مجموع ارقام كوچک ترين عدد طبيعی سه رقمی x  را 
63 را  77 273x y+ = می خواهد و اصلاً به y كاری ندارد. پس به جای اين كه طرفين معادلۀ
به پيمانۀ ۶۳ همنهشت قرار بدهيم، به پيمانۀ ۷۷ همنهشت می گذاريم تا x را به دست بياوريم:

63 77 273 14 42 3

0 77

77 3 77

77

77

7
14

14 77 7
x y x x+ º Þ - º ¾ ®¾¾¾ - º

- - ´

¸
=( , ) Þ º-x

11

3

 طبق مورد (۳) درس نامه، همنهشتی بالا را می توانيم به يک تساوی تبديل كنيم:
x k= -11 3

x = - =11 10 3 107( ) k به دست می آيد:  كوچک ترين عدد طبيعی سه رقمی x به ازای10=
1 است. 0 7 8+ + = كه مجموع ارقامش برابر
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و  ( , )5 1 5k k+ فرمِ به  مرتب  زوج  بی شمار  چون  است،  غلط  سؤال  اين   متأسفانه 
مجموع  نه  است؛   ۵ مضرب  اولشان  مؤلفه های  مجموع  نه  كه  داريم   ( k , k )5 2 5 1+ -

مؤلفه های دومشان.

۴۰ -

را  گراف  اندازۀ  و  داشتيد  را  گراف  يک  رأس های  درجۀ  وقت  هر   
= مجموع درجۀ رأس ها ´2 تعداد يال ها می خواستيد، از رابطۀ مقابل استفاده كنيد: 

D( )G G=  بزرگ ترين عدد در بين درجۀ رأس های گرافِ
 فرض كنيد G يک گراف از مرتبۀ p و a يک رأس آن باشد، در اين صورت بين درجۀ 

G رابطۀ زير برقرار است: رأس a در G و
G در گراف a درجۀ رأس +G = درجۀ رأس a در گراف -p 1

 تعداد رأس های فرد هر گراف، هميشه عددی زوج است.

48 2 2 2 2 3= ´ ´ ´ ´  اول ۴۸ را تجزيه می كنيم: 
2 نمی تواند درجۀ رئوس يک گراف باشد، چون تعداد رأس های فردش، عددی  2 2 2 3, , , ,
زوج نيست (يه دونه فرد داره)، پس حق داريم يه دونه ۱ به اعداد بالا اضافه كنيم؛ اين جوری هم 
3 :درجه رأس ها 2 2 2 2 1, , , , , تعداد يک ها حداقل است هم تعداد رأس های فرد، زوج: 

 با كمی دقت به درجه های بالا متوجه می شويم كه می توانيم دوتا از ۲ها را در هم 
4 دربيايد؛  3 2 2 1, , , , ضرب كنيم و به جايشان ۴ را قرار بدهيم تا درجۀ رأس ها به صورت

اين دنباله هم مشكلی ندارد.
q(G) را در هر دو دنباله به دست می آوريم: )D و )G

بنابراين داريم؛  داريم، پس ۶تا هم رأس  دنباله چون ۶تا عدد  اين  : در  3 2 2 2 2 1, , , , ,
p است. حالا طبق مورد (۳) درس نامه می توانيم بگوييم برای به دست آوردن درجۀ  = 6

p كم كنيم: - =1 5 G، بايد همۀ درجه ها را از رأس های گراف

G 5 :درجۀ رأس های 3 5 2 5 2 5 2 5 2 5 1

2 3 3 3 3 4

- - - - - -, , , , ,

q هم از مورد (۱) درس نامه  G( ) )D است. برای محاسبۀ )G = 4 همان طور كه می بينيد
G = مجموع درجه های گراف ´2 G اندازۀ گراف كمک می گيريم: 
Þ + + + + + =2 3 3 3 3 4 2q G( ) Þ = Þ =18 2 9q G q G( ) ( )

)D است. همين جا معلوم می شود كه  درست است،  ) ( )G q G+ = + =4 9 13 بنابراين
اما اگر بررسی دنبالۀ دوم را هم می خواهيد، خدمت شما:

G p است، پس برای محاسبۀ درجۀ رأس های گراف = 5 3 : در اين دنباله 4 2 2 1, , , ,
p كم كنيم: - =1 4 بايد همۀ درجه ها را از

G 4 :درجۀ رأس های 3 4 4 4 2 4 2 4 1

1 0 2 2 3

- - - - -, , , ,

q هم به صورت زير پيدا می شود: G( ) )D است.  )G = 3 در اين دنباله
1 0 2 2 3 2 8 2 4+ + + + = Þ = Þ =q G q G q G( ) ( ) ( )

)D می شود كه در گزينه ها نيست. ) ( )G q G+ = + =3 4 7 بنابراين در اين حالت
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 در مسائل واپاشی، عدد جرمی قبل از فرايند را با مجموع عدد های جرمی  
پس از فرايند و هم چنين عدد اتمی قبل از فرايند را با مجموع عدد های اتمی پس از فرايند 

برابر قرار بدهيد و مجهول را پيدا كنيد.
تعداد نوكلئون ها در طی فرايند واپاشی هسته ای پايسته است؛ بنابراين می توانيم بنويسيم:

6

11

5

11C B XZ
A® +

Â¶o]  jkø

ÂµUH jkø

:

:

11 11 0

6 5 1
1

0
= + Þ =

= + Þ =
Þ

A A
Z Z

X

) است. )b+  است؛ يعنی اين ذره پوزيترون
1

0X ذرۀ گسيل شده،
1 است.

1p  اگر  را انتخاب كرديد، سخت در اشتباه هستيد، چون نماد پروتون،
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بنابراين  از سطح زمين متوقف می شود؛  ارتفاع خود   گلوله در حداكثر 
انرژی جنبشی آن در اين ارتفاع صفر است.

انرژی پتانسيل گرانشی: اگر جسمی با جرم m در ارتفاع h نسبت به 

سطح زمين قرار بگيرد، آن گاه انرژی پتانسيل گرانشی آن از رابطۀ زير به دست می آيد (مبدأ 
)انرژی پتانسيل گرانشی را سطح زمين فرض كرديم): ) ( )

( / )

kg m

m s

U mgh

³o] ÌIÿUnH

yºHo¬  JIT{

=
­

¯
2

 انرژی جنبشی جسمی كه با تندی v در حال حركت است:
K mv

kg

= 1

2

2

( )³o]

انرژی مکانيکی: به مجموع انرژی جنبشی و انرژی پتانسيل جسم, انرژی مكانيكی می گوييم.

E K U
J

J

= +
¯

­

( )

( )

ÂzL¹] ÁroºH

®ÃvºITQ ÁroºH

جسم  مكانيكی  انرژی  كنيم،  نظر  صرف  هوا)  مقاومت  نيروی  (مثل  اتلافی  نيروهای  از  اگر 
E E K U K U
1 2 1 1 2 2

= Þ + = + پايسته می ماند: 

 مقاومت هوا ناچيز است؛ پس انرژی مكانيكی گلوله پايسته است؛ بنابراين می توانيم 
بنويسيم (در تمام مراحل مبدأ انرژی پتانسيل گرانشی را سطح زمين در نظر گرفتيم):

E E K U K U
1 2 1 1 2 2

= Þ + = +

U

K K K K
K K U K U1

2 1 1 1

0

30

100
0 7

1 1 2 1 2
0 7 0 3

=

= - =
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = + Þ =

/
/ /

Þ ´ = ¾ ®¾¾¾¾ = ´=

=

3

10

1

2

3

20
10 42

1

2

2

42

10
1

22

2
mv mgh vh m

g m s/ Þ =v
1

2
2800

 حداكثر ارتفاع گلوله از سطح زمين هنگامی است كه تندی آن در آن ارتفاع صفر 
؛ بنابراين با استفاده از  ( )K

3
0= شود؛ در نتيجه انرژی جنبشی آن نيز در اين ارتفاع صفر است

E E K U K U
1 3 1 1 3 3

= Þ + = + پايستگی انرژی مكانيكی می توانيم بنويسيم:

U
K K U mv mgh1

3

0

0 1 3 1

2

3

1

2

=
=¾ ®¾¾ = Þ =

v
g m s

h h m1
2

2

2800

10
3 3

1

2
2800 10 140

=

=
¾ ®¾¾¾¾ ´ = Þ =

/
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)انبساط طولی يک جسم جامد: / / )

( ) ( )

1 1

1

K C

m K C

L L

 IÄ Â²¼ö óIvLºH KÄoò

¾Ã²»H Ï¼ö IÄ I





D D=
­
a q

¶¶j RHoÃÃûU

با جای گذاری داده ها در رابطۀ زير، اختلاف بيشترين و كم ترين دمای پل را به دست می آوريم:

D D DL L L m
K

= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾= - =

= ´ - -a q
a1

900 9 900 0 9

1 25 10
5 1

/ /
/

0 9 1 25 10 900

0 1

5

100

/ /
/

= ´ ´ ´- Dq

Þ =Dq 80
C
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قانون اول ترموديناميک:

DU Q W= +
­

¯
(pI¬) ½I«Twj  Á»n  oM  ôÃd¶ nI¨

I¶o¬
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شكل روبه رو، يک فرايند تراكمی را نشان می دهد. با توجه 
به شكل روبه رو، كاری كه محيط بر روی گاز در فرايندهای 

تراكمی انجام می دهد، مثبت است.

W F d W
pI¬ Á»n oM  ôÃd¶ ôÃd¶ pI¬  Á»n oM ôÃd¶

= ¾ ®¾¾ >=cosq q 0 0


 و  پرَ!
حالا بايد تغيير انرژی درونی گاز را در فرايندهای تراكم هم فشار و تراكم بی دررو بررسی كنيم.
؛ بنابراين  ( )Q =0 تراکم بی دررو: در فرايند بی دررو، گرمايی بين گاز و محيط مبادله نمی شود
طبق قانون اول ترموديناميک، انرژی درونی گاز در فرايند تراكم بی دررو افزايش می يابد (در واقع
گاز در اين فرايند از محيط انرژی می گيرد، اما نه به صورت گرما، بلكه از طريق كاری كه 

محيط بر روی آن انجام می دهد).
D DU Q W UQ

W= + ¾ ®¾¾ >=
>
0
0 0 ( پرَ پرَ!)

گزينۀ درست معلوم شد! اما تنبلی نکن بيا ببين چرا درسته!
تراکم هم فشار: فشار گاز در طی فرايند هم فشار ثابت است و گرما و كار هر دو مبادله می شوند. 
انجام  آن  روی  بر  محيط  كه  كاری  طريق  از  انرژی  مقداری  هم فشار،  تراكم  فرايند  در  گاز 
می دهد، دريافت می كند و مقداری انرژی از طريق گرما از دست می دهد. برای اين كه فشار 
گاز ثابت بماند، بايد گرمايی كه گاز از دست می دهد، بيشتر از كاری كه محيط بر روی آن 
انجام می دهد باشد. بنابراين طبق قانون اول ترموديناميک، انرژی درونی گاز در فرايند تراكم 

هم فشار كاهش می يابد.
D DU Q W UQ W Q

W= + ¾ ®¾¾¾¾¾ <> <
>

| | | | , 0
0 0
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پس  است،  درآمده  حركت  به   A متحرک  از  ديرتر   2 s ،B متحرک   
t سپری می شود. اگر مدت زمان t برای متحرک A بگذرد، برای متحرک B مدت زمان2-

معادلۀ مکان ـ زمان در حرکت با شتاب ثابت بر روی خط راست:
( / ) ( )

( ) ( / )

m s m

s m s

x a t v t x

2

1

2

2

0 0

JIT{ ¾Ã²»H ·I§¶

·I¶p ¾Ã²»H S

= + +
­ ­

øøow

) با شتاب ثابت شروع به حركت  )x xA B0 0=  متحرک های A و B از يک نقطه
A 6 از حركت متحرک s 2 ديرتر از متحرک A! پس وقتی كه s ،B كرده اند، اما متحرک

حركت  از  پس   6 s سؤال، گفتۀ  طبق  است.  بوده  حركت  در   4 s ،B متحرک  می گذرد، 
متحرک A، دو متحرک به هم می رسند؛ پس مكان دو متحرک در اين لحظه يكسان است و 
با استفاده از معادلۀ مكان ـ زمان در حركت با شتاب ثابت اين دو متحرک می توانيم بنويسيم:

x a t v t x x a t x

x a t

A A A A A A
v m s

A A A A

B B B

A= + + ¾ ®¾¾¾¾ = +

=

=1

2

1

2

1

2

2

0 0

0 2

0

2

0 /

++ + ¾ ®¾¾¾¾ = +

ì

í
ï

î
ï =v t x x a t xB B B

v m s
B B B B

B
0 0

0 2

0
0 1

2

/

x x
x x A A A B B B
A B
A B

a t x a t x=
=¾ ®¾¾¾ + = +

0 0

1

2

1

2

2

0

2

0

a a a a m s
t s t s

A B
A B

a a= = +
= =¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = +, / ( / )

, ( ) ( / ) ( )0 5

6 4

2

36
2

6 0 5 4
22

16

Þ = + Þ = Þ = =9 4 2 5 2
2

5
0 4

2 2a a a a m s m s/ / /

A متحرک  حركت  از   10 s كه لحظه ای  در  را  متحرک  دو  فاصلۀ  ما  از  سؤال   
2 ديرتر از متحرک A به حركت درآمده  s ،B می گذرد، می خواهد. با توجه به اين كه متحرک
8 سپری شده است. مكان هر يک از متحرک ها  s است، پس برای متحرک B تا اين لحظه،

در اين لحظه را محاسبه می كنيم:
x a t v t xA A A A A A= + +1

2

2

0 0

a a m s v m s
t s A

A A
A

x= = =
=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ = +0 4 0

10

1

0 2

2
2

0 1

2
0 4 10

/ / , /
/

( / ) ( ) xx A0 = +20
0
x mA( )

x a t v t xB B B B B B= + +1

2

2

0 0

a a m s
v m s t s B

B
B B

x= + = + =
= =¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾ =0 5 0 4 0 5 0 9

0 8

2

0

1

2
0 9

/ / / / /
/ , ( / ))( )8 2

0
+ x B = +28 8

0
/ ( )x mB

x را به دست می آوريم: xB A-  حالا فاصلۀ دو متحرک يعنی
B و A فاصلۀ دو متحرک : x x x xB A B A- = + - +28 8 20

0 0
/ ( )

x xB A B A0 0=¾ ®¾¾¾ »  ¥odT¶ »j  ïâ¾±ÅIÎ :

x x x x mB A B A- = + - - =28 8 20 8 8
0 0

/ /
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جابه جايی در ثانيۀ nام در سقوط آزاد بدون سرعت اوليه (جهت مثبت y را 
Dy n g= -( / )0 5 رو به پايين فرض كرديم): 

g باشد، متحرک در ثانيه های اول، دوم، سوم و ... به ترتيب  m s=10 2/ در رابطۀ بالا، اگر
25m و ... جابه جا می شود. ،15m ، 5m به اندازۀ

t از فاصلۀ ۱۰۰ متری  s0 0= گلولۀ (۱) در لحظۀ
زمين رها می شود (شكل الف).

فاصلۀ  از   (۲) گلولۀ   ، ( )t s1 1= بعد ثانيه  يک 
اوليۀ  مكان  از  پايين تر   10m ) زمين  ۹۰ متری 
ثانيه گلولۀ  اين يک  گلولۀ اول) رها می شود. در 
فاصلۀ  به  و  آمده  پايين   5m اندازۀ به  اول 

۹۵ متری زمين رسيده است (شكل ب).

اندازۀ به  اول  گلولۀ   ، ( )t s2 2= بعد ثانيه  يک 
سمت  به   5m اندازۀ به  دوم  گلولۀ  و   15m
پايين می آيند و به ترتيب در فاصلۀ ۸۰  متری و 

۸۵  متری زمين قرار می گيرند (شكل پ).

همان طور كه در شكل های (ب) و (پ) می بينيد، 
از لحظۀ رهاشدن گلولۀ (۲) (شكل ب) تا لحظه ای 
كه گلولۀ (۱) به زمين می رسد، فاصلۀ دو گلوله 

ابتدا كاهش می يابد، سپس افزايش می يابد.
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 معادلۀ سرعت ـ زمان در حرکت با شتاب ثابت بر روی خط راست:

v a t v

m s

m s

= +
­

¯
0

2

( / )

( / )

¾Ã²»H  Søow

JIT{

 معادلۀ مکان ـ زمان در حرکت با سرعت ثابت بر روی خط راست:

x v t x

m

m s

= +
­

¯
0

( )

( / )

¾Ã²»H ·I§¶

 Søow
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در ابتدا هر دو خودرو با سرعت ثابت در حال حركت هستند. وقتی فاصلۀ بين دو خودرو به
46 می رسد، نوع حركت خودروی A تغيير می كند و با شتاب ثابت به حركت خود ادامه  m
می دهد و خودروی B يک ثانيه پس از خودروی A نوع حركتش تغيير می كند و با شتاب 
ثانيه،  اين يک  بنابراين می توانيم نتيجه بگيريم كه در  ادامه می دهد؛  ثابت به حركت خود 

خودروی A با شتاب ثابت و خودروی B با سرعت ثابت در حال حركت اند. 
با توجه به شكل (الف)، مكان هر 
t s=1 يک از خودروها در لحظۀ
را با استفاده از معادلۀ مكان ـ زمان

آن ها به دست می آوريم:
x a t v t xA A A A= + +1

2

2

0 0

a m s v m s
x m A

A A
A

x t t t=- =
=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = - + + = - +2 8

46

2 2
2

0

0

1

2
2 8 46 8

/ , / ( ) tt + 46

t s
Ax m=¾ ®¾¾ = - + + =1 2

1 8 1 46 53( ) ( )

x v t x x tB B B
v m s
x m B
B
B

= + ¾ ®¾¾¾¾ ==
=0

20

00

20
/ t s

Bx m=¾ ®¾¾ = =1
20 1 20( )

) به بعد،  )t s=1 از اين لحظه
به  ثابت  شتاب  با   B خودروی 
حركت خود ادامه می دهد. پس 
معادلۀ  (ب)،  شكل  به  توجه  با 
B پس  مكان ـ زمان خودروی 
t را می نويسيم: s=1 ¢از لحظۀ = ¢ + ¢ + ¢x a t v t xB B B B

1

2

2

0 0

a m s v m s
x m B

B B
B

x t t=- =
¢ =¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ ¢ = - ¢ + ¢ +4 20

20

2
2

0

0

1

2
4 20 20

/ , / ( )

= - ¢ + ¢ +2 20 20
2t t

t را بنويسيم، به سرعت  s=1 برای اين كه معادلۀ مكان ـ زمان خودروی A پس از لحظۀ
آن در اين لحظه نياز داريم (چون سرعت اوليه اش می شه). با استفاده از معادلۀ سرعت ـ زمان، 

t را به دست می آوريم: s=1 سرعت خودروی A در لحظۀ

v a t v vA A A
a m s

v m s t s A
A
A

= + ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = - +=-
= =0

2

8 1

2

0

2 1 8
/

/ , ( ) = 6 m s/

t s=1 حالا با توجه به شكل (ب)، می توانيم معادلۀ مكان ـ زمان خودروی A پس از لحظۀ
را بنويسيم:

¢ = ¢ + ¢ ¢ + ¢x a t v t xA A A A
1

2

2

0 0

a m s v m s
x m A

A A
A

x t t=- ¢ =
¢ =¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ ¢ = - ¢ + ¢ +2 6

53

2
2

0

0

1

2
2 6 53

/ , / ( ) = - ¢ + ¢ +t t2
6 53

؛ پس  ( )¢ = ¢x xA B به هم می رسند، مكان آن ها يكسان است  B A و  وقتی دو خودروی 
معادلۀ مكان ـ زمان دو خودرو را برابر با يكديگر قرار می دهيم تا لحظۀ به هم رسيدن را به 

¢ = ¢ Þ - ¢ + ¢ + = - ¢ + ¢ +x x t t t tA B
2 2

6 53 2 20 20 دست بياوريم:

Þ ¢ - ¢ + = Þ
¢ =
¢ =

ì
í
î

t t
t s
t s

2
14 33 0

11

3

�

�

¢ =t s11 ¢ متوقف می شوند، به خاطر همين =t s11 از لحظۀ دو خودروی A و B قبل 
¢ را  =t s3 غير قابل قبول است. در آخر خواستۀ سؤال يعنی سرعت خودروی B در لحظۀ

محاسبه می كنيم:

v a t v v mB B B
a m s

t s v m s B
B

B
= ¢ + ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = - + ==-

¢= =0

4

3 20

2

0

4 3 20 8
/

, / ( ) / ss
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v2 t2 برابر با v1 و در لحظۀ  اگر سرعت متحركی در لحظۀt1 برابر با
باشد، آن گاه شتاب متوسط آن از رابطۀ زير به دست می آيد:

a v
t

v v
t tav

s

m s

= =
-
-

­

¯

D
D

2 1

2 1

( )

( / )

·I¶pïRk¶

Søow  RHoÃÃûU

شتاب  با  كه  متحركی  زمان  ـ  سرعت  نمودار   
ثابت بر روی خط راست حركت می كند، به صورت 

يک خط راست است.

 در نمودار
سرعت ـ زمان

جهت  در  متحرک   v>¬ ¾¾¾0

محور x حركت می كند.
خلاف  در  متحرک   v<¬ ¾¾¾0

جهت محور x حركت می كند.

ابتدا اطلاعاتمان را راجع به دو متحرک A و B كامل می كنيم. نمودار سرعت ـ زمان دو متحرک 
A و B به صورت يک خط راست است؛ پس حركت اين دو متحرک از نوع حركت با شتاب ثابت 

است. با توجه به نمودار سرعت ـ زمان آن ها، شتاب متحرک B را محاسبه می كنيم:

a a v
t

v v
t t a m sav B= = =

-
-

Þ = - -
-

=D
D

2 1

2 1

20 16

8 0
2

( ) /

حالا كه شتاب متحرک B را حساب كرديم، معادلۀ سرعت ـ زمان آن را نيز می نويسيم:

v a t v v tB B B
a m s
v m s B
B
B

= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = -=
=-0

2

16

2

0

2 16
/
/

معادلۀ سرعت ـ زمان متحرک A را نيز می نويسيم:

v a t v v a tA A A
v m s

A A
A= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = -=-

0

240 24
/

t با هم  s= 2 نمودار سرعت ـ زمان اين دو متحرک را ببينيد. سرعت دو متحرک A و B در لحظۀ
. بنابراين با استفاده از معادلۀ سرعت ـ زمان آن ها می توانيم بنويسيم: ( )v vA B= برابر شده است

v v a t tA B
v a t
v t A
A A= ¾ ®¾¾¾¾ - = -= -

= -
24

2 16
24 2 16

B

t s
A Aa a=¾ ®¾¾ - = - Þ =2

2 24 2 2 16 2 12( ) Þ =a m sA 6
2/

شتاب متحرک A را هم پيدا كرديم. حالا به سراغ سؤال 
B و A می رويم! سؤال راجع به بازۀ زمانی است كه دو متحرک

در خلاف جهت هم حركت می كنند؛ پس بايد اين بازۀ زمانی 
A را پيدا كنيم. با توجه به شكل (الف)، سرعت متحرک
لحظه  اين  در   A متحرک  و  می شود  صفر   t لحظۀ  در 
تغيير جهت داده و در جهت محور x به حركت خود ادامه 
 ،A می دهد. با استفاده از معادلۀ سرعت ـ زمان متحرک

لحظۀ t را به دست می آوريم:

v t t t sA
v m sA= - ¾ ®¾¾¾¾ = - Þ ==

6 24 0 6 24 4
0 /

زمانی بازۀ  در  می بينيد،   B و   A متحرک  دو  زمان  ـ  سرعت  نمودار  در  كه  همان طور 
x در خلاف جهت محور B و متحرک x در جهت محور A متحرک ¢ =t s8 t تا s= 4

حركت  هم  جهت  خلاف  در  متحرک  دو  اين  زمانی  بازۀ  اين  در  پس  می كند،  حركت 
می كنند. حالا برای اين كه ببينيم فاصلۀ اين دو متحرک در اين بازۀ زمانی چگونه تغيير 
t با استفاده از معادلۀ مكان ـ زمان s= 4 می كند، ابتدا مكان هر يک از آن ها را در لحظۀ

آن ها به دست می آوريم:
x a t v t xA A A A= + +1

2

2

0 0

a m s x m
v m s A

A A
A

x t t t t= =
=-¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = - + = -6 0

24

2 2
2

0

0

1

2
6 24 0 3 24

/ ,
/ ( )

t s
Ax m=¾ ®¾¾ = - = - = -4 2

3 4 24 4 48 96 48( ) ( )

x a t v t xB B B B= + +1

2

2

0 0

a m s x m
v m s B

B B
B

x t t t t= =
=-¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = - + = -2 0

16

2 2
2

0

0

1

2
2 16 0 16

/ ,
/ ( )

t s
Bx m=¾ ®¾¾ = - = - = -4 2

4 16 4 16 64 48( ) ( )
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t را بر روی محور x نشان داديم.  s= 4 در شكل (ب)، موقعيت اين دو متحرک در لحظۀ
همان طور كه می بينيد، متحرک B در مكان
48m- و در حال حركت در خلاف جهت 
-48m مكان در   A متحرک  و   x محور 

تغيير جهت داده و در جهت محور x شروع به حركت می كند.
¢ به دست می آوريم: =t s8 حالا مكان دو متحرک A و B را در لحظۀ

x t t xA
t s

A= - ¾ ®¾¾ ¢ = -¢=
3 24 3 8 24 8

2 8 2( ) ( ) = - =192 192 0m

x t t xB
t s

B= - ¾ ®¾¾ ¢ = - = -¢=2 8 2
16 8 16 8 64 128( ) ( ) = -64m

¢ را بر روی محور x نشان داديم.  =t s8 در شكل (پ) موقعيت اين دو متحرک در لحظۀ
0m 48m- به مكان 8 متحرک A از مكان s 4 تا s همان طور كه می بينيد، در بازۀ زمانی

64m- جابه جا شده اند.  48m- به مكان و متحرک B از مكان
48m ،A با توجه به شكل (پ)، متحرک

16 در  m ،B و متحرک x در جهت محور
زمانی  بازۀ  اين  در   x محور  جهت  خلاف 

) از هم دور شده اند. )48 16 64+ = m جابه جا شده اند. پس در مجموع
 سؤالات حركت بر خط راست اين آزمون از دو متحرک تشكيل شده است. 
معمولاً اين جور سؤال ها وقت گير هستند، پس اگر ديديد وقتتان را می گيرد، در انتهای آزمون 

به آن پاسخ دهيد و وقتتان را صرف سؤالات ديگر كنيد.
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 در جدول زير، چهار كميت مربوط به حركت ماهواره به دور زمين بررسی 
شده است.

تناسبرابطهکميت

Wوزن GM m
r
e= 2

W
r

µ 1

2

aشتاب GM
r
e= 2a

r
µ 1

2

vتندی GM
r
e=v

r
µ 1

Tدورۀ گردش r
GMe

= 2

3

pT rµ 3

Me جرم زمين، m جرم ماهواره و r فاصله تا مركز  در جدول بالا، G ثابت گرانش عمومی،
زمين است.

 تندی ماهواره در گردش به دور زمين، با جذر فاصلۀ آن از 
مركز زمين نسبت وارون دارد.  شتاب حركت ماهواره با مجذور فاصلۀ آن از مركز زمين 
نسبت وارون دارد.  وزن يک ماهواره با مجذور فاصلۀ آن از مركز زمين رابطۀ عكس دارد.
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 نيروی خالص وارد بر جسم برابر با تغيير تكانۀ جسم تقسيم بر زمان تغيير 
آن است و از رابطۀ روبه رو به دست می آيد:



F p
tnet = D

D

t را به دست می آوريم: s
2

3= t و s1 1=  ابتدا تكانۀ متحرک در لحظه های







 



p t i
p i i

p

t s

t s
= -

¾ ®¾¾ = - = -

¾ ®¾¾ = -

=

=
( )

( ( ) )

( ( )
3 6

3 1 6 3

3 3

1

2

1

1

3

2
66 3)
 

i i=
زمانی بازۀ  در  متوسط  خالص  نيروی  زير،  رابطۀ  در  داده ها  جای گذاری  با  حالا   

t را به دست می آوريم: s
2

3= t تا s1 1=



 









F p
t

p p
t tnet

p i p i
t s t s= =

-
-

¾ ®¾¾¾¾¾=- =
= =

D
D

2 1

2 1

3 3

1 3

1 2

1 2

,
,



 

F i i
net = - -

-
3 3

3 1

( ) = =6

2
3



i i N( )

 قرار نيست از همۀ اطلاعات برای حل سؤال استفاده كنيم؛ مثلاً در حل اين 
سؤال به جرم متحرک كاری نداشتيم و طراح اطلاعات اضافی داده است.

 شروع به حركت می كند.

 جابه جا شده اند. 

۵۱ -

 نيروی اصطکاک جنبشی:

f Fk k N

N

=
­

¯
m

( )cõw  Áj¼µø Á»oÃº

cõw »  ´v]  ¸ÃM ÂzL¹] ¥I§õÅH KÄoò

 اندازۀ نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند (R)، برابر با برايند دو نيروی عمودی سطح

R F fN= +2 2 ) و نيروی اصطكاک (f) است.  )FN
fk باشد. fs,max يا ، fs در رابطۀ بالا، f می تواند

 قانون دوم نيوتون:

F manet

kg

N m s
¯

­
=

( )

( ) ( / )

³o]

}²Ii Á»oÃº JIT{
2

 وقتی جسم حركت می كند، نيروی اصطكاک جنبشی بر آن وارد می شود. در اين 
حالت با استفاده از قانون دوم نيوتون می توانيم شتاب جسم در حين حركت را به دست بياوريم: 

F ma F f manet k= Þ - =

f F mg
k

k k N k F mg ma= =¾ ®¾¾¾¾¾¾ - =m m m

m kg g m s
F N k

a= =
= =¾ ®¾¾¾¾¾¾ - ´ ´ =5 10

26 0 4

2

26 0 4 5 10 5
, /
, / /m

Þ = Þ = =6 5
6

5
1 2

2a a m s/ /

) و نيروی اصطكاک  )FN  در حين حركت، سطح به جسم نيروی عمودی سطح

) را وارد می كند؛ بنابراين نيرويی كه سطح به جسم وارد می كند، برايند اين  )fk جنبشی
دو نيرو است:

R F f RN k
F mg N

f F N
N

k k N
= + ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = += =

= = ´ =

2 2 50

4

10
50 20

2 2
50 20

m

= =2900 10 29 N

0 در نظر بگيريد، به گزينۀ  5/  اگر ضريب اصطكاک جنبشی بين جسم و سطح را
نادرست  می رسيد.
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نيروی مرکزگرا در حرکت دايره ای يکنواخت:
F mv

rC =
2

در حركت دايره ای يكنواخت خودرو بر روی سطح افقی، نيروی اصطكاک ايستايی، نيروی 
به دست  را  نيرو  اين  اندازۀ  زير،  رابطۀ  در  داده ها  با جای گذاری  تأمين می كند.  را  مركزگرا 

می آوريم.

F mv
r FC

m kg r m

v m s
C= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = ´ ´= ´ =

= ´ =

2
2 10 20

18
10

36
5

1
3

10

3

2

2 10,

/

(( )5
20

2

1

= 2500N
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 در طول تار ۳ شكم تشكيل شده، يعنی شمارۀ هماهنگ ۳ است.

از  استفاده  با   ( )fn nام هماهنگ  تشديدی  بسامد  محاسبۀ  برای   
) در تار مرتعش دو انتها بسته، از رابطۀ زير استفاده می كنيم: )f1 بسامد تشديدی اصلی

f nfn = 1
تعداد شكم در طول تار مرتعش دو انتها بسته برابر با شمارۀ هماهنگ (n) است.

 بسامد تشديدی هماهنگ nام در تار مرتعش دو انتها بسته:

f n v
Ln

m

m s

=
¯

2
( )

( / )

nIU Ï¼ö

ª¹ÀIµÀ 
á
½nIµ{ nIzTºH Ák¹U
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بسامد تشديدی هماهنگ سوم تار  ايجاد شده است، پس  تار   سه شكم در طول 
) خود را انجام می دهد. بنابراين می توانيم بنويسيم: )n = 3

f nf f f Hzn = Þ = ´ Þ =
1 1 1

300 3 100

 در آخر داده ها را در رابطۀ زير جای گذاری می كنيم و تندی انتشار موج عرضی در تار را به 
fدست می آوريم: nv

L
v

n
f Hz n
L cm m
n= ¾ ®¾¾¾¾¾ =

´
= =

= =2
300

3

2 0 6

300 3

60 0 6

,
/ / Þ =v m s120 /
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 شدت صوت در فاصلۀ r از چشمۀ صوت:
R¼Å Rk{

 ÂU¼Å â¾µza ·H¼U

R¼Å  â¾µza p

( / )
( )

( )

W m
W

av

m

I P
r

2

4
2

­

¯

=



p
HH  ¾±ÅIÎ

 رابطۀ اختلاف تراز شدت دو صوت:
( ) ( / )

( )

log

dB W m

dB

2 2

2 1

1

2

10

R¼Å Rk{ pHoU R¼Å  Rk{

R¼Å Rk{ p

b b
­

¯
- =

HHoU

 R¼Å  Rk{

I
I

W m

2

1

1
2( / )

II را به دست می آوريم:
2

1

 ابتدا نسبت

I P
r

I
I

P
P

r
r

av av

av
= Þ = ´
4

2

2

1

1

2

22

1p
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P P

r r

av av I
I

I
I

2 1

2 1

2

1

2

2

1

2 2

1

2

1

1

1

2

8
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=
¾ ®¾¾¾¾ = ´ Þ =( )

 حالا با جای گذاری داده ها در رابطۀ زير، اختلاف تراز شدت دو صوت را محاسبه می كنيم:

b b b b
2 1

2

1

8

2 1
10 10 8

2

1- = ¾ ®¾¾ - =
=

log logI
I

I
I

log log log
log / /8 2 3 2

2 0 3 2 1

3

10 3 0 3 9
= =

=¾ ®¾¾¾¾¾¾ - = ´ ´ =b b dB

9 افزايش می يابد. dBبنابراين تراز شدت صوت

9 افزايش يافته،  به عنوان تلۀ تستی  dBبا توجه به اين كه تراز شدت صوت 
مطرح شده تا به اشتباه ۹ برابر را انتخاب كنيد.
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 با توجه به اين كه دورۀ تناوب آونگ افزايش يافته است، پس طول آونگ 
افزايش يافته است.

دورۀ تناوب آونگ ساده:
T L

g
s m s

m

¯
= 2

2
p

( ) ( / )

( )

J»I¹U  â½n»j
yºHo¬ JIT{

ªº»A Ï¼ö

 طول آونگ تغيير كرده است و در اثر اين تغيير، دورۀ تناوب آن افزايش می يابد. 

T، برای اين كه دورۀ تناوب آونگ ساده افزايش پيدا كند، بايد طول  L
g= 2p طبق رابطۀ

آن افزايش يابد؛ بنابراين طول آونگ افزايش می يابد و می توانيم بنويسيم:

T L
g

T
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L
L= Þ =2
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p
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2 1
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1 1
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= +

-

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ =
+/

( )

Þ =
+

Þ = + ´ Þ = ´81
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64 0 64/
 حالا می توانيم دورۀ تناوب آونگ قبل از تغيير طول را به دست بياوريم:

T L
g TL m

g m s1
1 0 64

1 2
2 2

0 64
2 0 81

2 2
= ¾ ®¾¾¾¾ = = ´=

=
p p

pp

/
/

/ / =1 6/ s

T2 را محاسبه كنيد، به  می رسيد.  اگر به اشتباه
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x A t= cos 50p
w

 با توجه به معادلۀ مكان ـ زمان نوسانگر: 

 فرم کلی معادلۀ مکان ـ زمان نوسانگر هماهنگ ساده:

x A t
m

rad s

=
¯

­
cos

( )

( / )

w
 ¾¹¶Hj

ÁHï¾Ä»Hp k¶IvM

و w p­

¯

= 2
T

s

rad s

( )

( / )

J»I¹U â½n»j

ÁHï¾Ä»Hp k¶IvM

 تندی متوسط: نسبت مسافت طی شده به زمان.
s tav

m
s

= ®
®



D
( )
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 SÎIv¶

·I¶pïRk¶

 با توجه به معادلۀ مكان ـ زمان نوسانگر، دورۀ تناوب نوسانگر را به دست می آوريم:
x A t rad sx A t= ¾ ®¾¾¾¾ ==cos /cos

50 50p w pw

w p p p= Þ = Þ =2
50

2
0 04T T T s/

 بازۀ زمانی داده شده را برحسب دورۀ تناوب به دست می آوريم:
D D Dt
T

t t
T

t
T t Tt t s

T s=
-

¾ ®¾¾¾¾ = = Þ =- =
=

2 1 0 02

0 04

2 1 0 02

0 04

1

2 2
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نوسانگر  متوسط  تندی  از  استفاده  با  را  زمانی  بازۀ  اين  در  مسافت طی شده   حالا 
محاسبه می كنيم:

s t m cmav
s m s
t s

av= ¾ ®¾¾¾¾ = ´ = ==
=





D D
1 5

0 02
1 5 0 02 0 03 3

/ /
/ / / /

 در آخر با توجه به نكتۀ زير، دامنۀ نوسان را به دست می آوريم.

) طی  )T2  مسافتی كه نوسانگر هماهنگ ساده در مدت زمان نصف دورۀ تناوب
2A است. می كند، برابر با

Dt T A A A cmcm= Þ = ¾ ®¾¾¾ = Þ ==
2

2 2 3 1 5
3



 /
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 مدت زمانی كه طول می كشد تا هر يک از ذرات تار يک نوسان كامل 
انجام دهند، برابر با دورۀ تناوب موج است.

 دورۀ تناوب و بسامد معكوس يكديگرند:
( )

( )

s

Hz

T fJ»I¹U â½n»j

k¶IvM

¬

¯

= 1

به  را   (f) تار  اول  هماهنگ  تشديدی  بسامد  زير،  رابطۀ  در  داده ها  با جای گذاری   
fدست می آوريم: nv

L f Hzn v m s
L cm m= ¾ ®¾¾¾¾¾ =

´
== =

= =2
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1 250
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 مدت زمانی كه هر يک از ذرات تار يک نوسان كامل انجام می دهد، برابر با دورۀ 
تناوب موج است. بنابراين دورۀ تناوب موج را با استفاده از بسامد آن محاسبه می كنيم:

T f T s msf Hz= ¾ ®¾¾¾ = = ==1 1

250
0 004 4

250 /
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 انرژی الکترون در اتم هيدروژن در مدار nام:
E eV

nn = -

¯

13 6

2

/

·»oT§²H nHk¶  â½nIµ{

) به يک حالت  )EU  در اتم هيدروژن وقتی كه الكترون از يک حالت مانا با انرژی بيشتر
) می رود، يک فوتون گسيل  می شود. انرژی اين فوتون برابر با اختلاف  )EL مانا با انرژی كم تر
E E hfU L- = انرژی بين دو مدار اوليه و نهايی است: 

) قرار دارد، فوتونی با  )EL هم چنين اگر به الكترونی كه در يک حالت مانا با انرژی كم تر
E بتابانيم، الكترون با دريافت اين انرژی به يک حالت مانا با انرژی بيشتر EU L- انرژی

) می رود. )EU
12 گسيل می كند،  75/ eV n¢ می رود، فوتونی با انرژی اين الكترون وقتی از مدار n به مدار



۲۰

۹

n¢ را پيدا كنيم: بنابراين با جای گذاری داده ها در رابطۀ زير می توانيم n و
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E
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بيشينۀ انرژی جنبشی فوتوالکترون ها در اثر فوتوالکتريک:
( . ) ( / )eV s m s¦º°Q SMIY á°inj ÂvÃöI¹û¶»oT§²H ZH¼¶H  nIzTºH Ák¹U

KK hc W
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= -
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l 0

q±Î nI¨ ÍMIU

Z¼¶ Ï¼ö

كافی است دو بار از معادلۀ فوتوالكتريک استفاده كنيم و دستگاه تشكيل بدهيم.
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 برای استفاده از اورانيم به عنوان سوخت در نيروگاه های هسته ای يا استفاده در انفجارهای 
هسته ای، بايد فراوانی ايزوتوپ ۲۳۵ را در يک نمونۀ اورانيم افزايش بدهيم. به فرايند افزايش 

درصد يا غلظت ايزوتوپ ۲۳۵ در يک نمونه، غنی سازی می گوييم.
 ايزوتوپ های يک عنصر را نمی توانيم به يكديگر تبديل كنيم. اگر به اين نكته توجه 

نكنيد، ممكن است گزينۀ نادرست  را انتخاب كنيد. طراح زده به مفهوم!

 اين سؤال از متن كتاب درسی طراحی شده است. خط به خط كتاب درسی را 
بخوانيد تا سؤال ساده ای مثل اين سؤال را از دست ندهيد.
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كنيد،  محاسبه  را   ( )Q
Q
2

1

حالت دو  در  خازن  الكتريكی  بار  نسبت  ابتدا   

) را به دست بياوريد و در آخر كسر تغيير انرژی  )U
U
2

1

سپس نسبت انرژی آن در دو حالت
خازن را پيدا كنيد.

 رابطۀ بار الکتريکی با ظرفيت خازن و اختلاف پتانسيل دو سر آن:

( ) ( )

( )

C F

V

Q C V

Â§ÄoT§²H nIM ·pIi SÃÎoË

·pIi ow  »j ®ÃvºITQ ý°T

=
¯

iiH

 انرژی ذخيره شده در خازن:

U QV

J
­

= 1

2

( )  ÁroºH

معلوم   ( )VV
2

1

دو حالت در  الكتريكی  پتانسيل  اختلاف  نسبت  اين كه  به  توجه  با   

) را محاسبه می كنيم. )Q
Q
2

1

است، نسبت بار الكتريكی خازن در دو حالت

Q CV Q
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C
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 حالا نسبت انرژی خازن در حالت دوم به حالت اول را پيدا می كنيم.
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16
  
 در آخر با توجه به اين كه انرژی خازن كاهش يافته است، كسر تغيير انرژی آن را 

به دست می آوريم:
U U U U
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چشم  به  اخير  سال  چند  كنكورهای  اغلب  در  خازن  به  مربوط  تست های   
می خورند. پس توجه ويژه ای به مبحث خازن داشته باشيد.
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 اختلاف پتانسيل الکتريکی بين دو نقطه از ميدان الکتريکی:
ÁroºH oÃÃûU

 

Â§ÄoT§²H  ®ÃvºITQ  ý°

Â§ÄoT§²H  ®ÃvºITQ( )
( )

J

V

V

D


TTiH

Â§ÄoT§²H nIM

=
­

¯

DU
q

C( )

حواستون باشه! توی اين رابطه بايد بار q رو با علامتش بذارين.
 اگر ذره ای با بار الكتريكی منفی در جهت ميدان الكتريكی حركت كند، انرژی پتانسيل 
پتانسيل  انرژی  كند،  الكتريكی حركت  ميدان  در خلاف جهت  اگر  و  افزايش  آن  الكتريكی 

الكتريكی آن كاهش می يابد.
انرژی پتانسيل الكتريكی اين بار الكتريكی در حركت از نقطۀ A تا نقطه B افزايش يافته 
است. با توجه به اين كه علامت اين بار الكتريكی منفی است، پس در جهت ميدان الكتريكی 
V VB A- ). با جای گذاری داده ها در رابطۀ زير، مقدار حركت كرده است (رد  و 

را به دست می آوريم:

D D DV U
q V VU J

q C B A= ¾ ®¾¾¾¾¾ - = ´
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= -= ´

=- ´
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 علامت اين بار الكتريكی منفی است و انرژی پتانسيل الكتريكی آن در حركت 
از نقطۀ A تا نقطۀ B افزايش يافته است؛ بنابراين اين بار الكتريكی در جهت ميدان الكتريكی 
). هم چنين با توجه به اين كه با حركت در جهت ميدان  حركت كرده است (رد  و 
V VB A- V و در نتيجه0> VB A< الكتريكی پتانسيل الكتريكی كاهش می يابد، پس

است. بنابراين فقط  می تواند درست باشد.
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E1 می ناميم و ميدان  q1 در نقطۀ M را  ميدان الكتريكی حاصل از بار
E1 می نويسيم، سپس ميدان  q3 در نقطۀ M را برحسب q2 و الكتريكی حاصل از بارهای

الكتريكی خالص هر سۀ آن ها (E) را به دست می آوريم.
q3 q1 و ) حاصل از بارهای )¢E q2 حذف شده، ميدان الكتريكی خالص  در حالتی كه بار

E1 می نويسيم. در نقطۀ M را برحسب

 را پيدا می كنيم.
¢E
E  نسبت
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 اندازۀ ميدان الکتريکی حاصل از يک ذرۀ باردار q در فاصلۀ r از آن:
·HkÃ¶  â½pHkºH

 Â§ÄoT§²H  Â§ÄoT§²H  nIM  â½pHkºH( / ) ( )N C C

E k
­

= || |
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q
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2
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↘¯
¸²¼¨  SMIY  ¾±ÅIÎ

 جهت ميدان الكتريكی، از بارهای مثبت رو به خارج 
و به سوی بارهای منفی است.

بر  وارد  ميانۀ  قائم الزاويۀ متساوی الساقين،   در يک مثلث 
هم  بر  عمودمنصف  و  ميانه  هم چنين  و  است  وتر  نصف  وتر، 

منطبق هستند.

E k q
r1
1

2
= E1 می ناميم:  q1 در نقطۀ M را  ميدان الكتريكی حاصل از بار

E1 می نويسيم: q3 در نقطۀ M را برحسب q2 و سپس ميدان های الكتريكی حاصل از بارهای

E k q
r

E Eq q
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2 1
2 1 2= ¾ ®¾¾¾ ==

E k q
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E Eq q
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 ميدان الكتريكی خالص ناشی از هر سه بار را در نقطۀ M به دست می آوريم:

Þ = + =E E E E
1

2

1

2

1
2Þ

از  ناشی  خالص  الكتريكی  ميدان   ، q2 بار حذف  از  بعد   
q3 در نقطۀ M را به دست می آوريم: q1 و بارهای

¢ = + = =E E E E E
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2

1

2

1

2
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3 10 10( )

¢ = =E
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1
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E¢ را محاسبه می كنيم: 
E  نسبت
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:R2 R1 و  مقاومت معادل دو مقاومت موازی

Req
R R
R R=

+
1 2

1 2

:R2 R1 و  مقاومت معادل دو مقاومت متوالی
                 R R Req = +

1 2

 تعريف مقاومت الکتريکی: نسبت اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر يک رسانا به جريان 
الكتريكی عبوری از آن.
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W Â§ÄoT§²H S¶»I£¶
Â§ÄoT§²H ®ÃvºITQ  ý°TiH
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 جريان الکتريکی خروجی از باتری:
( ) ( )

( )

A V

eq
I R r
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 ساده کردن شکل مدار به روش نام گذاری نقاط هم پتانسيل:
برای اين كار، نقاطی از مدار را كه با سيم به يكديگر وصل شده اند، با يک نام مشترک در نظر 
می گيريم، بعد از نام گذاری چنين نقاطی از مدار، دو سر مولد يا دو سر مدار را مبنا قرار داده و 
ساير اجزای مدار را بين نقطه های نام گذاری شده، جای گذاری می كنيم تا شكل ساده تری از مدار 

به دست بيايد.

⇒

را  از مدار  الف) و شكل ساده تری  نام گذاری می كنيم (شكل  را  نقاط هم پتانسيل   
رسم می كنيم (شكل ب).

Þ

 مقاومت معادل حاصل از دو مقاومت موازی ۶  اهُمی و ۱۲  اهُمی را محاسبه می كنيم:

RAM = ´
+

= =6 12

6 12

72

18
4 W

مقاومت  دو سر  پتانسيل  اختلاف  با  موازی  مقاومت های  دو سر  پتانسيل  اختلاف   
معادل آن ها برابر است. هم چنين از آن جا كه اختلاف پتانسيل دو سر مقاومت های ۶  اهُمی و 

۸  اهُمی برابر است، می توانيم بنويسيم:
V V R I R IAM MB AM AM MB MB= Þ ´ = ´

I I I
R MB
AM MB
AM

R= =
=¾ ®¾¾¾¾ =4 4W W

R R Req AM MB= + = + =4 4 8 W بنابراين مقاومت معادل مدار برابر است با: 
 حالا جريان الكتريكی گذرنده از مولد (I) را محاسبه می كنيم:

I R r I A
eq

V
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V پيدا می كنيم: RI= در ادامه اختلاف پتانسيل بين دو نقطۀ A و M را با استفاده از رابطۀ
V R I V VAM AM

R
I A AM
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0 6
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 در آخر جريان گذرنده از مقاومت ۸  اهُمی را به دست می آوريم:

I V I AMB V V VMB AM
8

2 4

8
8

2 4

8
0 3W W= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = == = / / /
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مجموع  انشعاب:  قاعدۀ   
جريان هايی كه به هر نقطۀ انشعاب (�ره) وارد می شوند 
برابر با مجموع جريان هايی است كه از آن نقطۀ انشعاب 
جريان روبه رو،  شكل  در  مثلاً  می شوند؛  خارج  (�ره) 
جريان و  شده  وارد   M گره  به   I I A

1 2
12+ =

I از آن خارج شده است.  I A
3 4

12+ =
 قانون اختلاف پتانسيل ها: در هر حلقۀ بسته، مجموع جبری اختلاف پتانسيل ها صفر است.
V RIå å å= Þ - =0 0e

در به كار بردن اين قانون، به نكات زير توجه كنيد:
۱) يک جهت چرخش اختياری در نظر می گيريم.

۲) جهت جريان را در هر حلقه به دلخواه انتخاب می كنيم.



۲۲

۹

e ها، با توجه به جهت چرخش در مدار، اگر از پايانۀ مثبت باتری خارج شويم  ۳) برای نوشتن

) و اگر از پايانۀ منفی باتری خارج شويم  )+e ) نيروی محركۀ باتری را مثبت )

) در نظر می گيريم. )-e )، نيروی محركۀ باتری را منفی )

۴) برای نوشتن RI ها، اگر در جهت جريان از مقاومت R عبور كنيم، چون پتانسيل الكتريكی 
) و اگر در خلاف جهت جريان از مقاومت R عبور  )-RI در حال كاهش است، RI را منفی
) در نظر می گيريم. )+RI كنيم، چون پتانسيل الكتريكی در حال افزايش است، RI را مثبت
اگر علامت جريان مثبت به دست آمد، يعنی جهت انتخابی درست است و اگر منفی به دست 

آمد، فقط جهت جريان در شاخۀ مورد نظر را برعكس می كنيم.

، جريانی را كه از مقاومت ۱۰  اهُمی می گذرد، به دست  I V
R=  با استفاده از رابطۀ

می آوريم:
I V
R I AV V

R= ¾ ®¾¾¾ = ==
=
5

10 2

5

10
0 5W /

M نقطۀ  در  را  (انشعاب)  گره  قانون   
می نويسيم. (حواستون باشه! از شاخه ای كه ولت سنج 

آرمانی قرار دارد, جريان الكتريكی عبور نمی كند.)

I I I I

A

I A
I A= + ¾ ®¾¾¾

= + =

=
=1 2

0 25

0 5

1

2

0 25 0 5 0 75

/
/

/ / /

 قانون اختلاف پتانسيل ها را در حلقۀ پايين مدار به كار می بريم و در جهت ساعتگرد 
- - - + =I R I rI

1 1
6 0e از اجزای مدار می گذريم.

I A I A
r V R1 0 25 0 75

2 12 1
0 25 6 0 75 2 0 75 12

= =
= =¾ ®¾¾¾¾¾¾ - - ´ - ´ +/ , /

, / / /W e ==0

Þ = Þ =6 0 25 24
1 1

/ R R W

بسته  موازی  طور  به   10W و  R2 مقاومت های مجموع  با   R1 مقاومت  

V V V V V I RR R R1 2 110 10 1 1
5= + Þ > Þ >W W شده اند؛ پس داريم: 

Þ > Þ >0 25 5 20
1 1

/ R R W
پس تنها جواب ممكن  است.
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از  و  كوتاه شده  اتصال   R الكتريكی  مقاومت  را می بنديم،  كليد  وقتی   
مدار حذف می شود.

سر  دو  الكتريكی  پتانسيل  اختلاف   
باتری برابر با اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر مقاومت معادل 

خارجی است.
        

V VRÁoUIM
=

بدون  سيم  يک  با  را  مقاومتی  سر  دو  اگر  کوتاه:  اتصال 
مقاومت به هم وصل كنيم، پتانسيل الكتريكی دو سر مقاومت 
الكتريكی يكسان شده و در نتيجه اختلاف پتانسيل الكتريكی 
دو سر آن صفر می شود. در اين حالت مقاومت الكتريكی اتصال 

كوتاه شده و از مدار حذف می گردد.

R2 در مدار حضور دارد (شكل الف). با توجه به   در ابتدا كليد باز است و مقاومت
اين كه اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر باتری برابر با اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر مقاومت 

معادل خارجی است، پس به سراغ مقاومت معادل مدار در اين حالت می رويم (شكل ب).معادل خارجی است، پس به سراغ مقاومت معادل مدار در اين حالت می رويم (شكل ب).

Â²H¼T¶ » »R R R
R R R R Req

3 2 1

1 2 3 3= + + =¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

 حالا جريان خروجی از باتری را محاسبه می كنيم تا بتوانيم با استفاده از آن, اختلاف 
3R را كه برابر با اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر باتری  پتانسيل الكتريكی دو سر مقاومت

است، به دست بياوريم.
I R r I

R R Req

R R

r R
eq=

+
¾ ®¾¾¾ =

+
=

=

=

e e e3

2 3
2

2

7

V و R I V R Req
R R

I
R

eq
ÁoUIM ÁoUIM

= ¾ ®¾¾¾ = =
=

=

3

2

7

3
2

7

6

7e
e e( )( )

R2 مقاومت سر  دو  الكتريكی  پتانسيل  می بنديم،  را  كليد  وقتی  دوم،  حالت  در   
يكسان شده و در نتيجه اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر آن صفر می شود. در اين حالت 
R2 اتصال كوتاه شده و از مدار حذف می شود (شكل پ). مانند گام اول، به سراغ  مقاومت

مقاومت معادل مدار در اين حالت می رويم (شكل ت).

Â²H¼T¶ »R R
R R R Req

3 1

1 3 2¢ = + =¾ ®¾¾¾¾¾¾

 حالا جريان خروجی از باتری در حالت دوم را محاسبه می كنيم تا بتوانيم با استفاده 
2R را كه برابر با اختلاف پتانسيل الكتريكی  از آن، اختلاف پتانسيل الكتريكی دو سر مقاومت

دو سر باتری است، به دست بياوريم.

¢ = ¢ +
¾ ®¾¾¾ ¢ =

+
=

¢ =

=
I R r I

R R Req

R R

r R
eqe e e2

2 2
2

2

5

¢ و = ¢ ¢ ¾ ®¾¾¾ ¢ = =
¢ =

¢=
V R I V R Req

R R

I
R

eq
ÁoUIM ÁoUIM

2

2

5

2
2

5

4

5e
e e( )( )

 را محاسبه می كنيم و تمام!
¢V

V
ÁoUIM

ÁoUIM

 در آخر خواستۀ سؤال يعنی نسبت

¢
= =

V
V

ÁoUIM

ÁoUIM

4

5

6

7

14

15

e

e
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 بزرگی ميدان مغناطيسی در مرکز پيچۀ مسطح:

(
.
)

( )

T m
A

A
B NI

R

á°i ÂvÃöI¹û¶ ÂÄH»HoU IÀï¾£±e jHk÷U

Â§ÄoT§

=
®

¯

m
0

2

²²H ·IÄo]

ÌI÷{( )m

حلقۀ  اطراف  در  مغناطيسی  ميدان  جهت  تشخيص  برای   
اين  از قاعدۀ دست راست استفاده می كنيم. طبق  حامل جريان 
قرار  در جهت جريان  را  راست  انگشت شست دست  اگر  قاعده، 
بدهيم، جهت خم شدن چهار انگشت دست راست، جهت ميدان 

مغناطيسی را نشان می دهد.

 با توجه به اين كه جريان عبوری از هر حلقه و شعاع آن ها با يكديگر يكسان است، 
نيز يكسان است و   (O از هر حلقه در مركز حلقه ها (نقطۀ  پس ميدان مغناطيسی حاصل 

می توانيم بنويسيم:
B B B B NI

R1 2 3
0

7

2

12 10 1 0 5

2 0 15
= = = = = ´ ´ ´

´

-m /
( / ) = ´ -

2 10
6 T

 طبق قاعدۀ دست راست، اگر انگشت شست دست راست 
را در جهت جريان قرار بدهيم، جهت خم شدن چهار انگشت جهت 
نشان می دهد. جهت ميدان  را  ميدان مغناطيسی در مركز حلقه 

مغناطيسی ناشی از سه حلقه را به دست می آوريم.
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 را محاسبه 


B3  و


B1  برايند ميدان مغناطيسی ناشی از
می كنيم.

B B B B BB B B
1 3 1

2

3

2

1 3
1 3 2, ,= + ¾ ®¾¾¾¾ == =

B T B T= ´ --
¾ ®¾¾¾¾ = ´2 10

1 3

6
6

2 2 10,

 را به 


B2  و


B
1 3,  عمود است، پس برايند ميدان مغناطيسی ناشی از



B2  بر


B
1 3,

دست می آوريم:

B B BT = + = ´ + ´- -
1 3

2

2

2 6 2 6 2
2 2 10 2 10, ( ) ( )

Þ = ´ + = ´- -B TT 2 10 2 1 2 3 10
6 2 2 6( ) ( )

۶۸ -

 برای اين كه الكترون بدون انحراف در مسير حركت كند، بايد نيرويی كه از طرف ميدان 
الكتريكی و ميدان مغناطيسی به الكترون وارد می شود، با هم برابر و در خلاف جهت هم باشند. 

نظر  در  مقابل  صورت  به  را  واردشده  نيروهای  و  باردار  ذرۀ 
نيروی  جهت  پس  است،  منفی  باردار  ذرۀ  (چون  می گيريم 
الكتريكی وارد بر ذره، در خلاف جهت ميدان الكتريكی است.)

ميدان  طرف  از  كه  نيرويی   
می شود,  وارد  باردار  ذرۀ  بر  مغناطيسی 
هم بر راستای حركت ذره و هم بر ميدان 

مغناطيسی عمود است.

با توجه به نكتۀ بالا، نيروی مغناطيسی وارد بر الكترون
 تشكيل 



B v و بردار ) بر صفحه ای كه بردار )


FB
مغناطيسی ميدان  بنابراين  است؛  عمود  می دهند، 
) بايد به صورت روبه رو  )v ) و راستای حركت )



B
در صفحۀ yoz باشند تا نيروی مغناطيسی به سمت 

چپ باشد.
 در خلاف 



E همان طور كه مشاهده می كنيم، ميدان الكتريكی عمود بر راستای حركت است (
 هر زاويۀ دلخواهی به غير از صفر و



B v و v در صفحۀ yoz است). اما جهت محور x و
180 می توانند داشته باشند.

۶۹ -

3 در نظر بگيريم. 14/ p را بايد 15 به ما آلارم می دهد كه مقدار 7/  عدد

ضريب القاوری سيم لولۀ آرمانی و بدون هسته:
n»j jHk÷U ¾²¼²ï´Ãw  Íõ£¶  cõw

Án»I£²H KÄoò

( )
( )

( )

m
H

m

L N A

2

0

2

=

­

¯

m


¾¾²¼²ï´Ãw Ï¼ö

دست  به  را  سيم لوله  القاوری  و ضريب  كنيم  جای گذاری  زير  رابطۀ  در  را  داده ها  كافيست 
بياوريم (تبديل واحد يادت نره!).

L N A N A m
T m
A

m
= ¾ ®¾¾¾¾= = ´

= ´ = ´

-

- -

m
m p

0

2
1000 8 10

4 10 15 7 10

4 2

0
7 2





,
. , /
¾¾¾¾¾¾¾

L = ´ ´ ´ ´
´

- -

-
4 10 1000 8 10

15 7 10

7 2 4

2

p ( )
/

= ´ ´ ´ ´ ´
´

= ´ =
- -

-
-4 3 14 10 10 8 10

1 57 10

6 4 10 6 4

2

7 6 4

1

1

3/
/

/ /
m

H mH
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 نيروی محركۀ القايی متوسط برای پيچه يا سيم لوله ای كه از N دور مشابه 
)تشكيل شده است: ) ( )

( )

cos

T m

av

V

N BA
t

ÂvÃöI¹û¶ ·HkÃ¶ oÃÃûU ¾£±e SeIv¶

 

2

e q= -
¯

¯

D
D

ôôw¼T¶  ÂÄI£²H

 â¾¨od¶  Á»oÃº

n»j jHk÷U

·I¶pïRk¶

¾£±e cõw oM 

( )s
jj¼µø ôiï´Ãº »

ÂvÃöI¹û¶ ·HkÃ¶ nHjoM ¸ÃM â¾Ä»Hp

برای تبديل گاوس به تسلا (و برعكس) به صورت مقابل عمل می كنيم:
G T¸

´
¾ ®¾¾¬ ¾¾¾

10

10

4

4

كافيست داده ها را در رابطۀ زير جای گذاری كنيم:

e q
av N BA

t= - D
D
cos N B T t s

A r m
= =- ´ = ´

= = ´ = -

- -

-
1 6000 10 15 7 10

3 14 10 90 30

4 3

2 2 2

, , /
/ ,

D D

p q   =
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾¾

60

eav V= - ´ - ´ ´ ´ ´
´

=
- -

-1
6000 10 3 14 10 60

15 7 10

0 6

4

0 2

2

1

2

1

3

( ) / cos
/

/

/


30 در نظر بگيريد، به گزينۀ نادرست  می رسيد. q را  اگر به اشتباه
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P0  نقاط C و D در سطح  آزاد مايع ها هستند و فشار اين دو نقطه يكسان و برابر با
P P PC D= = 0 است.

 فشار در نقاط A و M، به دليل اين كه در يک مايع و در يک تراز قرار دارند، با هم 
برابر است؛ بنابراين می توانيم بنويسيم:

P P P P gh
P P

A M A B

A B

= Þ = +

Þ >

r2 2

r3 است؛ بنابراين داريم:  فشار در نقطۀ B ناشی از فشار هوا و مايع

P P gh P P ghB
P P

B C
C= + ¾ ®¾¾ = +=

0 3 3 3 3
0r r Þ >P PB C

P است. P P PA B C D> > = پس در نتيجه

P PC D> P است،  رد می شود، چون P PC D= = 0  با توجه به اين كه
اين كه به  توجه  با  گزينه،  دو  اين  در  چون  می شوند؛  رد  هم  و   هم چنين   نيست. 

P می شود كه درست نيست. PA B= P است، PC D=

۷۲ -

، فشار پيمانه ای می گوييم و  ( )P0  به اختلاف فشار مطلق (P) و فشار جو
P P Pg = - 0 Pg نشان می دهيم.  آن را با

شكل مقابل وضعيت وزنه را كه روی روزنه قرار دارد, نشان می دهد. 
برای اين كه وزنه در تعادل باشد، بايد برايند نيروهای وارد بر وزنه صفر 
PA mg P A0 + =

qQj»p  ®iHj
باشد؛ بنابراين می توانيم بنويسيم: 

Þ + = Þ = -

¯
=

P mg
A P mg

A P P

Pg

0 0qQj»p  ®iHj qQj»p  ®iHj

qQj»p  ®i

� ��� ���
HHj nIhM ÁHï¾ºIµÃQ nIzÎ

Þ = Þ = ´
´

Þ = ´ =-
-P mg

A
m m kg gg 10

10

5 10

5 10 50
5

6

2

 تمام تمرين ها، مثال ها، شكل ها و ... كتاب درسی را بخوانيد. اين سؤال مشابه 
تمرين كتاب درسی است.
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:F کار نيروی ثابت 

W Fd

m

N

=
¯

­
cos

( )

( )

q

ÂÄI]ï¾MI]

»oÃº ÂÄI]ï¾MI] » »oÃº ¸ÃM â¾Ä»Hp

 قضيۀ کار ـ انرژی جنبشی: كار كل وارد بر يک جسم در يک جابه جايی معين برابر با تغيير 
W Kt = D انرژی جنبشی آن است. 

با استفاده از قضيۀ كار ـ انرژی جنبشی می توانيم بنويسيم (�ار نيروی وزن و نيروی عمودی 
سطح چون بر جابه جايی عمود هستند، صفر است):

W K W W W W Kt mg F F fN k
= Þ + + + =D D

0 0

Þ + =Fd f d Kkcos cos37 180
  D

Þ ´ ´ + ´ ´ - =6000 5 0 8 4000 5 1/ ( ) DK
Þ = - =DK J24000 20000 4000
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 طبق قانون پايستگی انرژی، جمع جبری گرماهای مبادله شده تا رسيدن 
به حالت تعادل، برابر با صفر است. 

Q Q Q
1 2 3

0+ + = Þ - + - + - =m c m c m c
1 1 1 2 2 2 3 3 3

0( ) ( ) ( )q q q q q q
طبق قانون پايستگی انرژی، جمع جبری گرماهای مبادله شده تا رسيدن به حالت تعادل، برابر 

Qبا صفر است؛ بنابراين می توانيم بنويسيم:  Q Q
m c m c m c

1 2 3
0+ + =

Þ - + ¢ - ¢ + - =
JA JA JA JA JA JA ýoË ýoË ýoË

( ) ( ) ( )q q q q q q 00

Þ ´ ´ - + ´ ´ -- -
80 10 4200 20 20 10 4200 80

3 3( ) ( )q q

+ ´ ´ - =-
300 10 400 32 0

3 ( )q

¸ ´ -
¾ ®¾¾¾¾ - + - + - =4000 10

3

84 20 21 80 30 32 0( ) ( ) ( )q q q

Þ - + - + - =84 1680 21 1680 30 960 0q q q Þ = Þ =135 4320 32q q C
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، ( )PV nRT=  با توجه به معادلۀ حالت گاز كامل
برای مقايسۀ دو حالت مختلف، رابطۀ كلی مقابل را در نظر بگيريد و 
هر كميتی را كه در سؤال ثابت فرض شده بود، از طرفين اين رابطه 

حذف كنيد.

nIzÎ  ´\e

Ï¼¶ jHk÷U I¶j

P V
n T

P V
n T

K

1 1

1 1

2 2

2 2

­

¯

=

↗

↘
( )

 در حالت اول، فشار گاز زير پيستون برابر با مجموع 
فشار هوا و فشار ناشی از وزن پيستون قرار گرفته در بالای گاز 
است. با توجه به شكل (الف)، فشار گاز و حجم گاز در حالت 
اول را به دست می آوريم (جرم پيستون را m فرض می كنيم).

    P mg
A P V A A

1 0 1
40 40= + = ´ =,   

وزنه ای  كه  را  دوم  در حالت  گاز  و حجم  گاز  فشار   
برابر جرم پيستون روی آن قرار داده ايم، به دست  با جرم ۹ 

Pمی آوريم (شكل ب). m m g
A P

2 0

9= + +( )

= + = ´ =10
30 30

0 2

mg
A P V A A,

P0 را به دست می آوريم:  حالا با جای گذاری داده ها در رابطۀ زير،
PV
n T

P V
n T PV P V P mg

A An n
T T

1 1

1 1

2 2

2 2
1 1 2 2 0

4

1 2

1 2

40= ¾ ®¾¾ = Þ + ´=
= ( )

= + ´( )P mg
A A

0

3
10

30 Þ + = + Þ =4
4

3
30 26

0 0 0
P mg

A P mg
A P mg

A

Þ = ´ ´
´

= ´-P Pa
0 4

426 1 75 10

50 10

9 1 10
/ /
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 ابتدا آرايش الكترون های ظرفيتی اتم X و عدد اتمی آن را به دست می آوريم:
) است كه آرايش الكترون های ظرفيت  )

24
Cr بيست و چهارمين عنصر جدول تناوبی، كروم

3 است؛ بنابراين عنصر X فلزی واسطه است و آرايش الكترونی آن به 4
5 1d s آن به صورت

) ختم می شود. )n d ns-1 5 1

24 18

5 1
3 4Cr Ar d s:[ ]���

ÂTÃÎoË  ÁIÀï·»oT§²H

 عنصر X، فلزی واسطه بوده و بنابراين يون پايدار آن كاتيون است و طبق اطلاعات 
الكترون های  شمار  با  آن  الكترون های  شمار  كاتيون،  به  تبديل شدن  با  سؤال  در  داده شده 
پنجم  دورۀ  در   X عنصر  بنابراين  می شود؛  برابر  پنجم جدول  دورۀ  واسطۀ  عنصر  نخستين 

4 ختم شده و عدد اتمی آن ۴۲ است: 5
5 1d s ) و آرايش الكترونی آن به )n = 5 قرار دارد

42 36

5 1
4 5X Kr d s:[ ]���

ÂTÃÎoË  ÁIÀï·»oT§²H

 نخستين عنصر واسطۀ دورۀ پنجم (Y)، در گروه ۳ قرار دارد و عدد اتمی آن، ۳ واحد
36 است.  3 39+ = ) است؛ بنابراين عدد اتمی آن )

36
Kr بيشتر از گاز نجيب دورۀ چهارم

 در گروه ۶ جدول قرار دارد كه با توجه به اطلاعات 
24
Cr از طرفی عنصر X همانند عنصر

به ۳۹ الكترون های آن  به كاتيون، شمار  الكترون و تبديل شدن  از دست دادن  با  داده شده 
Xرسيده است؛ بنابراين:

Y

 o~¹ø  ÂµUH  jkø

 o~¹ø  ÂµUH  jkø

o~¹ø  ¸ÃTvhº

:

)
(

39 3 42

↙ ↘
+ =

55  â½n»j  â¾õwH»

â½nIµ{  ý°TiH

»j  ½»o¬

 »   o~¹øY X

IÀï·»oU¼º  nIµ{ = - =96 42 54  :
42

96X  به دست آوردن شمار نوترون های اتم

۷۷ -

روی  نماد  خط  يا  باركد  مثل  دقيقاً  است،  عنصرها  شناسايی  وسيلۀ  خطی،  نشری   طيف 
بسته های مواد غذايی و كالاها! (�ه اطلاعاتی مانند نوع كالا، قيمت، تاريخ انقضا و ... در آن 
درج شده است.) يعنی طيف نشری خطی و خط نماد، از نظر اين كه وسيلۀ شناسايی هستند، 
به هم شبيه اند ولی طيف نشری خطی عنصرها، كاربردی در خط نماد كالاها ندارد و در آن 

استفاده نشده است!
 در حاشيۀ يكی از صفحه های فصل ۱ كتاب درسی شيمی دهم می خوانيم كه 
كاربرد طيف های نشری خطی از برخی جنبه ها مانند كاربرد خط نماد (باركد) روی جعبه 
يا بستۀ مواد غذايی و كالاهاست؛ بنابراين طيف نشری خطی و خط نماد روی بستۀ كالاها 
با جابه جايی كلمات، مفهوم جملۀ  اين عبارت  نظر كاربرد، شبيه هم اند. طراح در  از  فقط 
طيف  كاربردهای  از  يكی  كه  گفته  و  داده  تغيير  هوشمندانه ای  شكل  به  را  درسی  كتاب 
نشری خطی در «خط نماد» روی بستۀ كالاهاست كه غلطه! و بايد خيلی دقيق باشی تا تو 

دام اين عبارت نيفتی!



۲۵

۹

 هر عنصر (چه فلز، چه نافلز و چه شبه فلز) طيف نشری خطی 
ويژۀ خود را دارد؛ يعنی تعداد خطوط و محل قرارگيری آن ها (طول موج خط های طيفی) در 
طيف نشری خطی برای هر عنصر اختصاصی است و مانند اثر انگشت می توان از اين طيف ها برای 
 ،Li و H شناسايی عنصرها استفاده كرد.  در ناحيۀ مرئی طيف نشری خطی هر يک از اتم های
۴ خط يا نوار رنگی وجود دارد.  رنگ شعلۀ نمک ها به دليل وجود عنصر فلزی در آن هاست، 
بنابراين با استفاده از تغيير رنگ شعله، می توان به وجود عنصر فلزی (نه نافلزی!) در آن پی برد.
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 تعيين شمارۀ دوره و گروه عنصرها با استفاده از عدد اتمی گازهای نجيب:
تعيين شمارۀ دوره: كافی است عدد اتمی عنصر مورد نظر را بين عدد اتمی دو گاز نجيب قرار 

دهيم، شمارۀ دورۀ عنصر با شمارۀ دورۀ گاز نجيب بعد از آن يكسان است.

KÃ\º  ÁIÀpI¬ ÂµUH  jkø

 â½n»j  â½n»j  â½n»j  â½n

: 2 10 18 36

1 2 3 4

���
»»j  â½n»j  â½n»j  â½n»j

������54 86 118

5 6 7

تعيين شمارۀ گروه: برای تعيين شمارۀ گروه:
 اگر عدد اتمی عنصر مورد نظر يک يا دو واحد بيشتر از عدد اتمی يكی از گازهای نجيب 

باشد، شمارۀ گروه عنصر به ترتيب برابر ۱ يا ۲ است:

 :مثال
19 19

19 18 1

18

X X
Ar

: - = Þ
¯

 ÂµUH  jkø

1= شمارۀ گروه عنصر

 عنصرهايی كه در دو رديف در پايين جدول قرار دارند (عنصرهای ۵۷ تا ۷۰ و ۸۹ تا ۱۰۲
جدول) را می توان متعلق به گروه ۳ دانست.

 برای بقيۀ عنصرها كه عدد اتمی آن ها بيش از ۲ واحد از عدد اتمی گاز نجيب قبل از خود 
بيشتر است، بايد اختلاف عدد اتمی عنصر و گاز نجيب هم دوره اش را از عدد ۱۸ كم كنيم:

 :مثال
47
A Þ = شمارۀ گروه - - =

¯
18 54 47 11( )



½n»jï´À  KÃ\º  pI¬  o~¹ø  ÂµUH  jkø

 ابتدا شمارۀ دوره و گروه عنصر X در جدول دوره ای را به دست می آوريم:
تعيين شمارۀ دورۀ عنصر X: عنصرهايی با عددهای اتمی ۱۹ تا ۳۶ در دورۀ چهارم قرار دارد؛ 

 متعلق به دورۀ چهارم است.
28
Ni بنابراين عنصر X مانند

تعيين شمارۀ گروه عنصر X: عنصر X با نخستين عنصر ساخت بشر، يعنی تكنسيم با عدد 

) هم گروه است و هر دو متعلق به گروه ۷ جدول دوره ای اند. )
43
Tc اتمی ۴۳

43
Tc Þ = شمارۀ گروه - - = - =

¯
18 54 43 18 11 7( )



½n»jï´À  KÃ\º  pI¬  ´Ãv¹§U  ÂµUH  jkø

 با توجه به شمارۀ دوره و گروه عنصر X، آرايش الكترونی آن را می نويسيم. عنصر 

3 ختم شده و  4
5 2d s X در دورۀ چهارم و گروه ۷ قرار دارد، بنابراين آرايش الكترونی آن به

X: 
25 18

5 2
3 4Mn Ar d s:[ ] ) است: )

25
Mn همان منگنز

+Xn را تشخيص  با توجه به فرمول های شيميايی داده شده در گزينه ها، بار كاتيون
-Cl و فرمول های  ،O2- داده و آرايش الكترونی آن را می نويسيم. با توجه به بار يون های
مثبت بار  سه  و   ( )X2+ مثبت بار  دو  كاتيون  نوع  دو  می تواند   X گزينه ها،  در  داده شده 
X: 

25 18

5 2
3 4Mn Ar d s:[ ] ) تشكيل دهد. )X3+

X O X Ar d
2 3

3

18

4
3Þ + : [ ]

XCl X Ar d
2

2

18

5
3Þ + : [ ]

 با يه نگاه به گزينه ها می شه فهميد كه عنصر X يک فلز واسطه است و از 
ns وجود ندارد،  و  الكترونی كاتيون فلزهای واسطه، زيرلايۀ آن جا كه در آرايش 

 متعلق به گروه ۷ جدوله، آرايش 
43
Tc سريع حذف می شن. از اون جايی كه عنصر X مانند

) و با توجه به دو گزينۀ باقی مانده آرايش الكترونی كاتيون های )n d ns-1 5 2 الكترونی آن به
) ختم می شه، پس جواب می شه  )n d-1 4 ) و )n d-1 5 +X3 آن به ترتيب به +X2 و

 و تمام!
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 با توجه به شكلی كه در فصل ۲
كتاب درسی شيمی دهم در رابطه با لايۀ اوزون آورده 
شده است، از هر ۵ پرتو فرابنفش، ۴تای آن ها توسط 
فرار  می تواند  آن ها  از  يكی  فقط  و  شده  جذب  اوزون 

درصد   4
5

100 80´ = حدود گفت  می شه  پس  كند؛ 

تابش فرابنفش توسط لايۀ اوزون جذب می شود که بيشتر 
از ۷۵ درصده!

از  را  (آمونياک)  فراورده  بايد   ،( H2 و  N2 گازهای از   NH3 (تهيۀ هابر  فرايند  در   
مخلوط جدا كنيم كه برای اين كار (مايع شدن آمونياک)، دما را بايد كمی پايين تر از نقطۀ 
) بياوريم. دقت كنيد كه در اين فرايند دما را به هيچ وجه  -34 C جوش آمونياک (حدود
) آورد، چون  )-253 C ) و هيدروژن )-196 C نيتروژن از دمای جوش  پايين تر  نبايد 

اين طوری اين گازها نيز مايع شده و با آمونياک مايع قاطی پاتی! می شوند.
 مقايسۀ نقطۀ جوش مواد شركت كننده در واكنش توليد آمونياک اين جورياست:
NH :نقطۀ جوش N H

C C C
3

34

2

196

2

253- - -

> >
  

78 است كه 
95

 نسبت درصد گاز نيتروژن در هوا به درصد اين گاز در تاير خودرو حدود
0 برابر نيست. 95/ قطعاً با

             

ناچيزی  واكنش پذيری  كه  است  هواكره  فراوان ترين جزء سازندۀ   ، ( )N2 نيتروژن گاز   
دارد، اما در صنعت، مواد مختلفی از آن تهيه می كنند.

 و   ، تحليل های عددی از شكل های كتاب درسی است كه تاكنون به 
اين صورت در كنكور مطرح نشده بودن، متأسفانه طراحان كنكور برای پررنگ كردن اهميت 
كتاب  اهميت  از  بگيم؟!  چی  برده اند!  غيراستاندارد  عبارت های  اين  طرح  به  رو  درسی،  كتاب 

درسی غافل نشيد.

۸۰ -

I) N O2 2+ ® 2NO ابتدا معادلۀ موازنه شدۀ واكنش  ها را می نويسيم: 
II) 2NO + ®O NO2 22

 استفاده از كسرهای تناسب:
ضريب مادۀ مشترک (NO)، در دو واكنش برابر است (نيازی به يكسان سازی ضريب اين ماده 
در واكنش ها نداريم)؛ بنابراين می تونيم به طور مستقيم بين واكنش دهنده های واكنش (I) و 

فراوردۀ واكنش (II)، برای قسمت دوم سؤال، روابط استوكيومتری بنويسيم:
1 1 2 2

2 2 2
molN molO molNO molNO, ~ ~

³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

´

´
=

´
=

-O N NO2 2
� ��� ��� � ��� ���

\\e

KÄoò Â²¼¶  ´\e´
NO2

� ��� ���

 در مسائل استوكيومتری واكنش، در مواردی كه به جای جرم يک ماده، مجموع 
يا تفاوت جرم دو ماده خواسته شده يا داده می شود، كسر تناسب مربوط به جرم به صورت 

زير نوشته می شود:

³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

½jI¶  »j  ³o]  Ì¼µ\¶

  â½jI¶ KÄoò   â½jI

´

´(1 1 ¶¶ Â²¼¶  ³o]   â½jI¶ KÄoò   â½jI¶ Â²¼¶  ³o]

½jI¶  »j  ³o]

) ( )+ ´2 2

   R»IÿU

  â½jI¶ KÄoò   â½jI¶ Â²¼¶  ³o]   â½jI¶ KÄoò   ( ) (1 1 2 2´ - ´ ââ½jI¶ Â²¼¶  ³o])



۲۶

۹

Þ
´ - ´

=
´

= ¢
´

Þ0 125

1 32 1 28 2 30 2 22 4

0

2 2 2

/
( ) ( ) /

/

O N NO NO

x x

��� ��� � ��� ��
1125

4 2 30 2 22 4

1

8

1

32

�

�
=

´
= ¢

´
x x

/

Þ

= ´ = = - = - =

¢ = ´ =

x gNO

x

2 30

32

15

8

16

8

1

8
2 0 125 1 875

2 22 4

32

22

1 15

8

1

16

/ /

/ // /4

16
1 4

2
=

ì

í

ï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï

LNO

،(I) استفاده از كسر تبديل: برای قسمت اول سؤال با توجه به معادلۀ موازنه شدۀ واكنش 
O2، ۲ مول گاز NO حاصل  N2 با ۱ مول يا ۳۲ گرم به ازای واكنش ۱ مول يا ۲۸ گرم
32 گرم  28 4- = O2 در آغاز واكنش برابر با N2 و می شود؛ يعنی اگر تفاوت جرم دو گاز

باشد، ۲ مول گاز NO خواهيم داشت؛ بنابراين:

0 125
2

4
2 2

2 2

/ g
O N

molNO

g
O N

³o]  R»IÿU

 » ³o]  R»IÿU

 » 

æ

è
ç

ö

ø
÷´

æ

è
ç

öö

ø
÷

´ 30

1

gNO
molNO =1 875/ g NO

قسمت دوم سؤال هم كه يک مسئلۀ استوكيومتری ساده است:

1 875
1

30

2

2

22 4
2/ /

( )

g NO molNO
gNO

molNO
molNO
II

´ ´ ´

 y¹¨H»  nj

� �� ��

LLNO
molNO

2

2
1

=1 4
2

/ LNO
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 فاصلۀ بين مولكول های يک نمونۀ گازی، به فشار آن بستگی دارد، به طوری كه هر چه فشار وارده 
بر يک گاز بيشتر باشد، فاصلۀ بين مولكول های آن كم تر شده و حجم نمونۀ گازی كاهش می يابد.

معينی  حجم  گازها   
ندارند، ولی مايع ها حجم معينی دارند.  با افزايش 
فشار بر يک نمونه گاز، فاصلۀ بين مولكول های آن كم 

می شود و نه حجم مولكول ها! شكل مقابل را ببينيد:
نه حجمِ  برابر است  با هم  از دو گاز  مول های يکسانی  ثابت، حجم شمار   در دما و فشار 
CO2 با هم متفاوت است؛ بنابراين در يک گرم  جرم های يكسانی از دو گاز! جرم مولی CO و

از آن ها، تعداد مول يكسانی وجود ندارد.
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Ba OH HCl BaCl H O( )2 2 22 2+ ® +  معادلۀ واكنش را موازنه می كنيم: 

Ba در محلول را به دست می آوريم: OH( )2  جرم
1 است، لذا ۲۰۰ ميلی ليتر محلول، جرمی  1g mL. - با توجه به اين كه چگالی محلول برابر با

معادل با ۲۰۰ گرم دارد. با توجه به فرمول ppm می توان نوشت:

ppm Ba OH x
Ba OH( )

( )
2

2 6 6
10 21375

200
10= ´ Þ = ´

³o]

Ï¼±d¶ ³o]

Þ = ´ -x g42750 10
4

Ba به حجم محلول HCl می رسيم. OH(  با استفاده از روابط استوكيومتری از جرم2(
Ba OH HCl( ) ~2 2  استفاده از كسر تناسب: 

Ba كسر تناسب مربوط به جرم و برای HCl كسر تناسب مربوط به غلظت  OH( )2 برای
مولی را می نويسيم:

³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

Â²¼¶  SÊ±ü ´\e

KÄoò´
=

´
´

Ba OH HCl( )2

1� ��� ��� � ���� ���
Þ ´

´
= ´

´

-
42750 10

1 171

0 4

2 1

21375 0 1

1

4 /
/

x

Þ = ´ = > Þ-x L mL21375

171
10

21375

171
100

3 ( ) ( )

 استفاده از كسر تبديل:

42750 10
1

171

2

1

250

1

4

2
2

2

´ ´ ´- gBa OH molBa OH
gBa OH

molHCl
molB( ) ( )

( ) aa OH( )
2

´ ´ = > Þ1

0 4

1000

1

21375

171
100

LHCl aq
molHCl

mL
L

( )
/

 برای تبديل درصد جرمی و غلظت ppm به يكديگر از رابطۀ زير استفاده 
ppm = ´Â¶o]  kÅnj 10

4 می كنيم: 
 برای تبديل درصد جرمی و غلظت مولار يک محلول به يكديگر از رابطۀ زير استفاده 

Ï¼±d¶  Â¶o]  kÅnjمی كنيم:

n¯¼¶  SÊ±ü

½kº¼{ï®e  Â²¼¶  ³o]

( )
(

M ad g
= ®

­
10 // )mL  Ï¼±d¶  Â²I«a

می توانيم ابتدا غلظت مولی محلول باريم هيدروكسيد را به دست آورده و سپس محاسبات 

را انجام بديم.
= غلظت مولی = ´ -10

10
4ad a ppm

Â²¼¶  ³o]

,

Þ = ´ ´ ´-
Ba OH( )

2

4
10 21375 10 1

171
 Â²¼¶  SÊ±ü = ´ - -21375

171
10

3 1mol L.

Ba OH HCl( ) ~2 2  استفاده از كسر تناسب: 
Â²¼¶  SÊ±ü ´\e

KÄoò

Â²¼¶  SÊ±ü ´\e

KÄoò

´
´

=
´
´1 1

2Ba OH HCl( )
� ��� ��� �� ��� ���

Þ ´ ´
´

= ´
´

-
21375 10 200

171 1

0 4

2 1

3

0 2
0 2

1

/
/
/

� �� ��
x Þ = > Þx 21375

171
100

روش استفاده از كسر تبديل:

200

21375

171
10

1
2

3

2

2

mLBa OH aq
molBa OH

LBa OH aq( ) ( )
( )

( ) ( )´
´ -

´ ´2

1

1

0 42

molHCl
molBa OH

LHCl aq
molHCl( )
( )

/
= > Þ21375

171
100
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) در مقايسه با هيدروژن سولفيد )H O2  در جدول زير برخی از ويژگی های آب
1atm آمده است: ، در فشار ( )H S2

هيدروژن سولفيدآبماده
Hفرمول شيميايی O2H S2

مدل فضاپرکن

قطبیقطبیقطبيت مولکول
(μ) 1گشتاور دوقطبی 85/ D0 97/ D

( . )g mol--1 ۱۸۳۴جرم مولی
( )25

C گازمايعحالت فيزيکی
( )C 60-۱۰۰نقطۀ جوش

از  آن ها!  مولكولی  بين  نيروهای  قدرت  به  برمی گرده  مولكولی  مواد  نقطۀ جوش  تفاوت  دليل 
نوع  از   ( )H S2 سولفيد هيدروژن  برخلاف   ( )H O2 مولكولی آب بين  نيروی  كه  آن جايی 

پيوند هيدروژنی است، آب نقطۀ جوش بالاتری دارد.



۲۷

۹

 ساختار هر دو مولكول، خميده (Vشكل) است.  با اين كه 
پيوندهای  به دليل وجود  بيشتر است ولی  اكسيژن  از  اتم گوگرد  اتمی و جرم مولی  شعاع 
هيدروژنی ميان مولكول های آب، نقطۀ جوش آب بسيار بالاتر از نقطۀ جوش هيدروژن سولفيد 
می باشد. در واقع نقش بسزا در تفاوت نقطۀ جوش رو پيوند هيدروژنی داره!  هر دو مولكول
) بيشتر از گشتاور دوقطبی  / )1 85D H قطبی اند ولی گشتاور دوقطبی آب S2 H و O2

) است؛ يعنی تفاوت گشتاور دوقطبی شون زياده! / )0 97D هيدروژن  سولفيد
CO2 هر دو ناقطبی بوده و تفاوت گشتاور دوقطبی آن ها برابر صفر است. CS2 و اما مولكول های

۸۴ -

 عبارت های (الف) و (ب) درست اند.
(p و s فلزهای دستۀ) (الف) آرايش الكترونی كاتيون پايدار فلزهای اصلی 

) ختم می شود. )n d-1 10 ns يا np2 6 ns2 يا 1 يا 2s به

20 18

2

20

2

18 10

2 6
4 3 3Ca Ar s Ca Ar Ne s p:[ ] : [ ] : [ ]Þ + مثال:

31 18

10 2 1

31

3

18

10
3 4 4 3Ga Ar d s p Ga Ar d:[ ] : [ ]Þ +

50 36

10 2 2

50

2

18

10 2
4 5 5 4 5Sn Kr d s p Sn Ar d s:[ ] : [ ]Þ +

آرايش  كه  است   
30

2Zn + و  
31

3Ga + ترتيب به   
30
Zn و  

31
Ga پايدار يون های  (ب) 

3 ختم می شود: 10d الكترونی هر دو به
30 18

10 2

30

2

18

10
3 4 3Zn Ar d s Zn Ar d:[ ] :[ ]Þ +

31 18

10 2 1

31

3

18

10
3 4 4 3Ga Ar d s p Ga Ar d:[ ] : [ ]Þ +

 شكل زير پيشرفت واكنش فلز روی با محلول نمكی از واناديم (V) را نشان می دهد:

Á»n  jo¬  ·j»qÎH¾ ®¾¾¾¾¾

Á»n  jo¬  ·j»qÎH¬ ¾¾¾¾¾¾

 با گذشت زمان، عدد اكسايش واناديم در هر مرحله، ۱ واحد كاهش می يابد؛ بنابراين نمک 
واناديم در هر مرحله، نقش اکسنده را دارد.

کاهنده را دارد. +Zn2 اكسيد می شود و بنابراين نقش فلز روی در اين واكنش ها به يون
نمک  (محلول  زرد  از  واناديم، رنگ محلول  با محلول نمک  فلز روی  واكنش  در  لزوماً  (پ) 
واناديم (V)) به بنفش (محلول نمک واناديم (II)) تغيير نمی كند و بستگی به مقدار فلز روی 
واناديم! نمک  نه محلول نمک  فلز روی اكسايش می يابد و  اين واكنش،  دارد. در ضمن در 

واناديم نقش اكسنده را دارد و كاهش می يابد.
 روش گياه پالايی برای استخراج فلزهای Ni و Zn نامناسب ولی برای استخراج 

فلزهای Au و Cu مناسب است.
(ت) طبق اطلاعات كتاب درسی، روش گياه پالايی برای استخراج فلزهای نيكل (Ni) و روی 

(Zn) مناسب نيست.

۸۵ -

A و D (مواد اوليۀ واكنش) دو مادۀ محلول در آب هستند (مخلوط آن ها با آب از نوع محلول است). 
در اثر واكنش اين دو ماده با يكديگر، يک مخلوط ناهمگن تشكيل شده؛ پس نتيجه می گيريم كه 

مادۀ M نامحلول در آب بوده و انحلال پذيری آن از دو مادۀ A و D، قطعاً كم تر است.
H SO aq Ba OH aq BaSO s H O l
2 4 2 4 2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ® +
Ï¼±d¶ ¸«

� ������ ������
µµÀIº  ó¼±h¶

� ���� ���� مثال:

افزودن گرد 
روی

۸۶ -

 اول بريم سراغ موازنۀ معادلۀ چغر و بدبدن داده شده!
5 2

2 4 2 4 2
H SO K CrO NaNO+ +  :S و K ،Cr ۱) به ترتيب موازنۀ

® + + +1 2
2 4 3 2 4 3 2

Cr SO K SO NaNO H O( )

5 2
2 4 2 4 2
H SO K CrO NaNO+ +  :H ۲) موازنۀ

® + + +1 2 5
2 4 3 2 4 3 2

Cr SO K SO NaNO H O( )

۳) موازنۀ N ،Na و O: ضريب دو مادۀ دارای اين سه عنصر، مجهول است و نمی توان ضريب 
اين دو ماده را به طور مستقيم تعيين كرد. با توجه به اين كه Na و N فقط در ساختار اين دو 
ماده وجود دارند، ضريب آن ها بايد با هم برابر باشد. اين ضريب را a در نظر گرفته و با نوشتن 

معادلۀ مربوط به موازنۀ اكسيژن، a را به دست می آوريم:
O موازنۀ: ( ) ( ) ( ) ( )5 4 2 4 2 4 3 2 4 3 5´ + ´ + = ´ + ´ + +a a
28 2 25 3 3+ = + Þ =a a a

در نهايت، معادلۀ موزانه شده به صورت زير است:
5 2 3

2 4 2 4 2
H SO K CrO NaNO+ +

® + + +Cr SO K SO NaNO H O
2 4 3 2 4 3 2

2 3 5( )
= مجموع ضرايب + + + + + + =5 2 3 1 2 3 5 21

 برای قسمت دوم سؤال، بايد بازده درصدی واكنش رو محاسبه كنيم.

NaNO2 و  استفاده از كسر تناسب: بايد كسر تناسب های مربوط به جرم را برای

» را  ÁkÅnj  ½jpIM

100
، كسر « NaNO2 Cr بنويسيم و در صورت كسر واكنش دهنده SO

2 4 3
( )

3
2 2 4 3

NaNO Cr SO~ ( ) ضرب كنيم.

 ³o]

ÁkÅnj  ½jpIM

KÄoò Â²¼¶  ³o]

³o]

KÄoò Â²¼

´

´
=

´
100

2NaNO
� ��� ��� ¶¶  ³o]

Cr SO

x

2 4 3
1

82 8
100

3 69

141 12

1 392

0 4

207( )

/
/ /

� ��� ���
Þ

´

´
=

´

Þ =
´

x 141120

4 392

35280

1

= Þ35280

392
Þ با توجه به گزينه ها، ۷۵ يا ۹۰ =x 90

 بچه ها تا جايی كه می شه سر جلسۀ آزمون، خودتون رو درگير محاسبۀ ضرب 

35280 كه بازده درصدی واكنش هست، 
392

اين جا حاصل و تقسيم های طولانی نكنيد. مثلاً 
392 راحت تره! و جوابش هم  90´ با توجه به گزينه ها، ۷۵ يا ۹۰ می شه، خب! انجام ضرب

اتفاقاً می شه ۳۵۲۸۰، پس بازده ۹۰ درصده و تمام!
نظری  استوكيومتری، مقدار  از محاسبات  استفاده  با  اول  تبديل:  از كسر  استفاده   

) را محاسبه می كنيم: ( ) )Cr SO
2 4 3

فراورده

82 8
1

69

1

3

3
0 4

1 1

2
2

2

2 4 3

2

/ ( )/
gNaNO molNaNO

gNaNO
molCr SO
molNaNO

´ ´ ´
992

1

2 4 3

2 4 3

gCr SO
molCr SO

( )
( )

=156 8/ g
141 گرم است؛ بنابراين: 12/ ،Cr SO

2 4 3
( ) مقدار عملی

= بازده درصدی ´ = ´
Â±µø  nHk£¶

ÁoÊº  nHk£¶

100
141 12

156 8
100

/
/

156 8 90 14112
90

/ ( )´ =¾ ®¾¾¾¾¾ =y¹¨H»  ÁkÅnj  ½jpIM x %
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 اتانول از واكنش اتن با آب در حضور اسيد (نه باز!) توليد می شود:



۲۸

۹

 همۀ آلكن ها به دليل داشتن پيوند دوگانۀ كربن ـ كربن سيرنشده اند؛ بنابراين همۀ آن ها با برم 
مايع واكنش می دهند. به شمار اتم های كربن بستگی نداره که!  نفت كوره دارای مولكول های 
اگر در يک دمای  بنابراين  بالاتری دارد؛  به نفت سفيد است و نقطۀ جوش  بزرگ تری نسبت 
مشخص، نفت كوره به صورت بخار باشد، يعنی دما بالاتر از نقطۀ جوش نفت كوره باشد، قطعاً آن 

دما، بالاتر از نقطۀ جوش نفت سفيد نيز خواهد بود و نفت سفيد هم به صورت بخار است.
نفت کوره > گازوئيل > نفت سفيد > بنزين و خوراک پتروشيمی :مقايسۀ اندازه و جرم مولکول  

برج،  بالاتر  ارتفاعات  در  از طرفی  دما كاهش می يابد.  بالا،  به  پايين  از  تقطير،  برج  در   
مولكول های سبک تر (مانند بنزين و خوراک پتروشيمی) خارج می شوند؛ پس روند تغيير دما 

و اندازۀ مولكول های خروجی، مانند يكديگر است.

۸۸ -

C سمت  H- C داريم كه ۶تای آن ها، با پيوندهای H-  در سمت چپ معادله، ۸ پيوند
راست معادله ساده می شوند:

DH kJ=    ؛65+

DH
y¹¨H»

IÀkº¼ÃQ  ÂP²ITºA  Ì¼µ\¶

½k¹Àjïy¹¨H»  jH¼¶  nj

IÀ

= -[ ] [
kkº¼ÃQ  ÂP²ITºA  Ì¼µ\¶

½jn»HoÎ  jH¼¶  nj

]

D D D DH H C H H C C H H H
y¹¨H»

= - +- - -[ ( )] [ ( ) ( )]2

Þ = - --65 2 348 435DH C H( ) Þ =-2 848DH C H( )

Þ =- -DH C H kJ mol( ) .424
1

 با توجه به گزينه ها، در اين سؤال می شه بدون حساب كتاب و سريع تر به 
جواب رسيد. می دانيم كه به طور كلی، هر چه شعاع اتم های تشكيل دهندۀ پيوند كووالانسی، 
كوچک تر باشند، انرژی لازم برای شكستن آن و در نتيجه آنتالپی پيوند بيشتر است؛ بنابراين:
H :شعاع اتمی C kJ mol< Þ -( . )1 H :آنتالپی پيوند H H C C C- - -

¯ ¯
> >

435 348

H كه سؤال از ما خواسته، عددی بزرگ تر از ۳۴۸ (رد  C- پس ميانگين آنتالپی پيوند
) است كه می شه  و تمام! ) و كوچک تر از ۴۳۵ (رد  و 

۸۹ -

شبه فلزها:
 همۀ شبه فلزها به دستۀ p جدول دوره ای 
دوره ای  جدول  در  عنصرها  اين  دارند.  تعلق 

همانند مرزی بين فلزها و نافلزها قرار دارند.

 عنصرهايی كه در سمت راست اين شبه فلزها قرار گرفته اند، نافلز و عنصرهايی كه در 
سمت چپ اين شبه فلزها قرار گرفته اند، فلز هستند (البته به جز هيدروژن كه يک نافلز است).
بدانيد و آگاه باشيد! كه در هر دوره (به جز دورۀ اول كه شامل H و He است و دورۀ هفتم 

كه چند عنصر با ويژگی های نامشخص داره!) حداقل يک عنصر شبه فلز وجود دارد.

   

روند تغيير خصلت فلزی و نافلزی در عناصر جدول دوره ای

همۀ عبارت های داده شده درست اند.

 همۀ شبه فلزها در دستۀ p جدول دوره ای قرار دارند.
 می دانيم كه در يک گروه از بالا به پايين، خاصيت فلزی 
عنصرها افزايش می يابد و گروه هايی كه دارای هر سه نوع 
عنصرهای  با  هستند،  شبه فلزی  و  نافلزی  فلزی،  عنصر 
می شوند؛  فلزی ختم  عنصرهای  به  و  نافلزی شروع شده 
از عدد  به يقين بيشتر  اتمی يک عنصر فلزی،  پس عدد 

اتمی نافلز هم گروه آن است.
) تنها نافلز مايع جدول دوره ای است. اين  )

35
Br  برم

اين  گازی  عنصر  تنها  دارد.  قرار  چهارم  دورۀ  در  عنصر 
دوره، گاز نجيب است كه واكنش پذيری ناچيزی دارد.

 در يک دوره از چپ به راست، خصلت فلزی عنصرها 
كاهش و خصلت نافلزی آن ها افزايش می يابد.

بنابراين عنصرهای سمت چپ شبه فلز X در يک دوره، يا شبه فلز و يا فلز هستند و با توجه 
به اين كه خواص فيزيكی شبه فلزها بيشتر به فلزها شبيه است، به طور كلی می توان گفت كه 

عنصرهای سمت چپ شبه فلز X، خواص فيزيكی فلزات را دارند.

۹۰ -

 ابتدا معادلۀ موازنه شدۀ واكنش را نوشته و جدول تغييرات مقدار مول مواد را می نويسيم:

6
2
H O+4NO®5

2
O+4

3
NH

۰۰0 25/0 2/t =0

t s x x x x
x

= - -
= +

30 0 2 4 0 25 5 4 6

0 45

/ /
/Ì¼µ\¶

� ���������� ����������

)، x را حساب می كنيم: NH3  حالا با توجه به رابطۀ سرعت يكی از مواد (مثلاً
مادۀ  يک  مصرف  يا  توليد  متوسط  سرعت  تقسيم  از  واكنش  متوسط  سرعت   

شركت كننده در واكنش بر ضريب استوكيومتری آن در معادلۀ موازنه شده به دست می آيد.
aA bB cC dD

R R A
a

R B
b

R C
c

R D
d

+ ® +

= = = =
y¹¨H»

( ) ( ) ( ) ( )

R R NH R NH( ) ( ) ( ) /y¹¨H» = Þ = ´3
3

4
4 0 02 = - -

0 08
1 1/ . .minmol L

NH3 مصرف شده = مول ´ ´ ´ =
-

30
1

60

0 08

1
2 0 08

1

s s
mol L L molmin / .
min /

Þ = Þ =4 0 08 0 02x x/ /
مواد  همۀ  كه  ظرف  در  گازی  مواد  مول  مجموع   ،x پارامتر  آمدن  دست  به  با   

شركت كننده در واكنش هستند، را به دست می آوريم:
= مجموع شمار مول های گازی پس از ۳۰ ثانيه + = +0 45 0 45 0 02/ / /x =0 47/ mol

 برای قسمت دوم سؤال، با توجه به فرض ثابت بودن سرعت واكنش، كافيه كه با توجه 
به مقدار اوليه و مصرفی يكی از مواد واكنش دهنده تا ثانيۀ ۳۰، مقدار باقی ماندۀ آن را به دست 
بياريم و با استفاده از رابطۀ سرعت، زمان لازم برای مصرف اين مقدار باقی مانده را حساب كنيم.
آن  مول   0 2 0 08 0 12/ / /- = و شده  مصرف  آمونياک  مول   0 08/ ثانيه،  ۳۰ گذشت  با 
0 مول آمونياک ديگر  12/ باقی مانده است؛ حالا بايد ببينيم كه چه قدر زمان نياز است تا

هم مصرف شود:
? / min

/ . mins mol
mol L L

s s= ´
´

´ =-0 12
1

0 08 2

60

1
45

1

R NH n NH
t mol( ) | ( ) | / .min

3
3 1

0 08 2= Þ ´ -D
D

= Þ = ´ =0 12
0 75

60

1
45

/ / min minD
Dt t s s
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 در رابطه با سرعت واکنش نكات زير را به خاطر بسپاريم:
 سرعت متوسط توليد يا مصرف يک ماده، با ضريب استوكيومتری آن ماده در معادلۀ 
A، سرعت متوسط  B C+ ®2 موازنه شدۀ واكنش، متناسب است. برای مثال در واكنش

مصرف B در يک بازۀ زمانی خاص، ۲ برابر سرعت متوسط مصرف A است.
 شيب نمودار «مول يا غلظت ـ زمان»، بيانگر سرعت متوسط توليد يا مصرف يک ماده 

بوده و متناسب با ضريب استوكيومتری آن ماده است.
از تقسيم سرعت متوسط توليد يا مصرف يک ماده بر ضريب   سرعت متوسط واكنش 
واكنش در  مثال  برای  می آيد.  دست  به  واكنش،  موازنه شدۀ  معادلۀ  در  آن  استوكيومتری 

؛ داريم: 2 3A C B+ ®
R R R RA C B

y¹¨H»
= = =

2 1 3

با توجه به درس نامۀ بالا، همۀ عبارت های داده شده، درست و از مفاهيم اوليۀ سرعت واكنش 
هستند كه بايد بلدشون باشيد!
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در ساختار هر سه پليمر گفته شده، جفت الكترون ناپيوندی وجود دارد:

 :پلی تترافلوئورو اتن          :پلی سيانو اتن

 :پلی وينيل كلريد

 به طور كلی، تعداد مونومرهايی كه در ساختار هر مولكول 
پليمر به هم متصل شده اند، مشخص نيست؛ به همين دليل، برای پليمرها نمی توان فرمول 

مولكولی دقيقی نوشت.
اگر به شكل الياف پنبه هم دقت كنيد، می بينيد كه طول زنجيرهای آن با هم برابر نيست!

 روغن زيتون برخلاف پلی اتن و انسولين، پليمر نيست و جرم مولی آن از هر دو ماده 
اتم های كربن مونومرها به هم متصل نمی شود؛  كم تر است.  در تشكيل پليمرها، لزوماً 
مثلاً در تشكيل پلی استرها از دی اسيدها و دی الكل ها، اتم كربن به اتم اكسيژن متصل شده و 
گروه عاملی استری را می سازد؛ به عبارت ديگر اتم اكسيژن باعث اتصال مونومرها به يكديگر 

می شود.

  ،  و  اين سؤال، عبارت های روتينی نيستند ولی اگر به مفاهيم 
اصلی كتاب درسی تسلط كافی داشته باشی، با خوندن   ، می تونی به يقين درستی اون 

رو تأييد كنی.
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I به محلول هيدروژن پراكسيد برای تجزيۀ آن: تأثير استفاده از كاتاليزگر aq- ( )  افزودن

2 22 2 2 2H O aq H O l O g( ) ( ) ( )® +

 سوزاندن الياف آهن در محفظۀ اكسيژن: تأثير غلظت بر سرعت واكنش: الياف آهن گداخته 
در هوا نمی سوزند ولی در محفظۀ اكسيژن خالص می سوزند.

 سوزاندن گرد آهن از طريق پاشيدن آن بر روی شعله: تأثير سطح تماس بر سرعت واكنش: 
گرد آهن پاشيده شده بر شعله به خاطر سطح تماس بالا با حرارت شعله می سوزد.
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 عبارت های (الف) و (ت) درست اند.
C H- اتم كربن و ۱۶ پيوند  (الف) تركيب داده شده دارای ۱۶ 

است. حواستون باشه كه تركيب مورد نظر در مجموع ۱۷ اتم هيدروژن دارد كه يكی از آن ها به 
نيتروژن و ۱۶تای ديگر به كربن متصل اند.

 در ساختار تركيب داده شده، اتم گوگردی وجود دارد كه ۴ پيوند اشتراكی تشكيل 
استفاده  اتم های هيدروژن  تعيين شمار  برای  فرمول  از  اگر می خواهيد  بنابراين  است؛  داده 
كنيد، بايد حواستون باشه كه برخلاف اتم اكسيژن، اتم گوگرد در اين جا (به خاطر ۴ پيوند 
اشتراكی) بر روی شمار اتم های هيدروژن تأثير دارد و در فرمول كلی، به خاطر گوگرد، ۲ اتم 

هيدروژن را نيز بايد اضافه كنيد؛ يعنی:
·r»nkÃÀ ÁIÀï´UH  nIµ{ ¾ºI¬»j ÁIÀkº¼ÃQ  jHk÷U IÀï¾£±= + - +( ) (2 2 2n ee jHk÷U)

- + +4 2( ) ( )¾ºI¬ï¾w ÁIÀkº¼ÃQ  jHk÷U ·r»oTÃº ÁIÀï´UH  jHk÷U

jo¬¼¬   oöIi  ¾M



= ´ + - + + + =( ) ( )2 16 2 2 8 3 3 2 17

اگر اين ۲ اتم هيدروژن را محاسبه نكنيد، شمار اتم های هيدروژن ۱۵تا می شه و عبارت (الف) رو 
به اشتباه غلط در نظر می گيريد. پس بهتره، در مواردی كه ساختار تركيب آلی دارای گروه های 

) است، شمار اتم های H رو از روی شكل به دست بياريد نه فرمول. جديد (مثل 

(ب) يكی از حلقه ها، ۵كربنی خواهد شد، در حالی كه حلقۀ بنزنی ( )، ۶ اتم كربن دارد.

(پ) مولكول داده شده، ۱۶ اتم كربن دارد، در حالی كه آلكان مورد نظر، ۱۴كربنی است.
·Iº¼º ®ÃT¶ @@ @@ ®ÃUHïÁj @@  ,  

¯ ¯ ¯
´ =

+ + =

9 1
2 2 4

9 1 4 14

4 6 3�

� ����� ������
(ت)

 اكسنده ترين و كاهنده ترين عنصرهای جدول دوره ای:

(Áq±ÎIº  S±~i)IÀq±ÎIº ÁoÄmQïy¹¨H»  â¾vÄI£¶ :F O N Cl Br I S> > > > > > >CC H>

در ساختار مولكول داده شده، ۸ پيوند دوگانه وجود دارد. از طرفی از بين اتم های اين مولكول 
(S ،N ،H ،C و O)، اكسيژن بيشترين قدرت اكسندگی را دارد. دو اتم اكسيژن در مجموع 

8دارای ۴ جفت الكترون ناپيوندی هستند:

4
2=
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هيدرونيوم يون  غلظت  چه  هر  كه  طوری  به  دارد؛  وارونه  رابطۀ   H+ غلظت با   pH  مقدار 
) در محلولی بيشتر باشد، آن محلول اسيدی تر است و pH كم تری دارد. )H O H3

+ +=

pH H= - Þ+log[ ] [ ]H pH+ ­Þ ¯

] برابر است؛  ]X- ] با ]H+ ،(HX) دقت كنيد كه در محلول های اسيدهای تک پروتون دار
بنابراين:

ÁkÃwH ÁIÀïÏ¼±d¶  nj  â¾vÄI£¶

ÁkÃwH ÁIÀïÏ¼±d¶  â¾vÄ

[ ] :H HA HX

pH

+ >

Þ II£¶ : ( ) ( )pH HA pH HX<

] در آن  ]H+  هيدروفلوئوريک اسيد، يک اسيد ضعيف است و
] است.  گاز هيدروژن كلريد (HCl) يک مادۀ مولكولی است و به  كار بردن  ]HF كم تر از

واژۀ «تفكيک يونی» برای آن نادرست است.
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 اگر در اين گزينه به جای واژۀ «تفكيک يونی» از «فرايند يونيده شدن» استفاده 
می شد، اين عبارت كاملاً درست بود؛ بنابراين اگر دقت كافی نداشته باشی و همۀ گزينه ها رو 

بررسی نكنی، اين گزينه می تونه خيلی راحت و شيک، تو رو تو دام بندازه!
اسيدی  و قدرت  يونش  ثابت  اسيدها،  اتم های كربن در كربوكسيليک  افزايش شمار  با   
اسيد فرميک  محلول  اسيدی  خاصيت  يكسان،  شرايط  در  بنابراين  می يابد؛  كاهش  آن ها 

C) است. )H COOH3 ) بيشتر از محلول استيک اسيد )HCOOH
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 عبارت های (الف) و (پ) درست اند.

](الف) ] / / /

[ ]
[ ] /

/

OH M

H
OH

- -

+
-

-

-

-

= = ´ = ´

= =
´

=

a 0 1 0 16 1 6 10

10 10

1 6 10

6

2

14 14

2
225 10

13´

ì

í
ï

î
ï

-

(ب) با افزايش شمار اتم های كربن، بخش ناقطبی بزرگ تر شده و از ميزان انحلال پذيری آن 
در آب كاسته می شود. در نتيجه پاک كنندگی آن نيز كاهش می يابد.

N در آب به صورت زير است: O
2 5

Li و O2 (پ) انحلال

Li O H O LiOH Li OH2 2 2 2 2+ ® ® ++ -

N O H O HNO H NO
2 5 2 3 3

2 2 2+ ® ® ++ -

و  بود  خواهد   [ ] [ ]H OH+ -= آب، برابر  حجم  در  مواد  اين  از  برابر  مول های  انحلال  با 
محلولی با pH خنثی حاصل می شود. 

[ ]H+ (ت) قسمت اول درست است و با افزايش غلظت مولی هر اسيدی (قوی يا ضعيف)،
بالا رفته و pH كاهش می يابد اما بر روی ثابت تعادل (ثابت يونش) فقط و فقط دما تأثيرگذار 

است و بس!
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برای  كه  (می دونی  بنويس  اسيد  دو  هر  برای  رو  يونش  ثابت  رابطۀ  اول   
محاسبۀ ثابت تعادل، غلظت تعادلی مواد در رابطۀ ثابت تعادل قرار می گيره)، از اون جا كه 

K رو بهت داده، رابطۀ ثابت يونش HD رو بر HA تقسيم و كسر حاصل رو  HD
K HA
a

a

( )
( ) سؤال

] در رابطه به pH تبديل شه و  ]H+ - بگير تا log ساده كن. در نهايت از دو طرف معادله
خواستۀ مسئله رو بتونی به دست بياری.

از رابطۀ محاسبۀ ثابت يونش استفاده می كنيم:

K H
HX

K HD
K Ha

HX a

a
= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

+ = =[ ]
[ ]

( )
(

[ ] /2
0 05

Â²jI÷U

·Iv§Ä
Â²jI÷U

AA
H
H

HD

HA
) ([ ]

[ ]
)=

+

+
2

Þ = Þ = Þ =-
+

+

+

+
- + - +

10 10 10
6 2 3 3([ ]

[ ]
) [ ]

[ ]
[ ] [ ]H

H
H
H

H HHD

HA

HD

HA
HD HA

´ÄoÃ¬ïÂ¶- + -¾ ®¾¾¾¾ - = - -log

( )

log[ ] log logH HD
pH HD
� �� �� � �� ��10

3

3

[[ ]
( )

H HA
pH HA

+
� �� ��

Þ = -pH HA pH HD( ) ( ) 3
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همانند  می گيرد،  قرار  مرطوب  هوای  در  آهن  قطعه  يک  كه  هنگامی   
O2 ) در حضور )E

Ï¼±w

 >0 سلول های گالوانی يک واكنش اكسايش ـ كاهش خودبه خودی
در سطح آن رخ می دهد. نيم واكنش های اكسايش و كاهش و واكنش كلی فرايند زنگ زدن 

آهن به صورت زير است:
4   :نيم واكنش اكسايش 2

2( ( ) ( ) )Fe s Fe aq e® ++ -

3       :نيم واكنش كاهش 2 4 4
2 2

( ( ) ( ) ( ))O g H O l e OH aq+ + ®- -

yÄIv¨H  y¹¨H»ï´Ãº

 ¸ÀA  ¾M  ¸ÀA

:

( ) ( )
( ( ) (

III II
Fe aq Fe aq4

2 3+ +® )) )+ -e

Â±¨  y¹¨H»: 4 3 6 4 12
2 2

3

4

Fe s O g H O l Fe aq OH aq
Fe OH

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(

+ + ® ++ -

)) ( )3 s
� ����� �����

به جز عبارت دوم، بقيۀ عبارت ها درست اند.

E هستند.  واكنش های طبيعی و خودبه خودی دارای0<
 فراوردۀ نيم واكنش های اكسايش، كاتيون است نه آنيون!

Fe s Fe aq e( ) ( )® ++ -2 2
Fe aq Fe aq e2 3+ + -® +( ) ( )

+Fe3 تبديل می شود؛ بنابراين می توان گفت   در واكنش زنگ زدن آهن، در نهايت Fe به
به ازای مصرف هر مول آهن، ۳ مول الكترون مبادله می شود.
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رابطۀ ثابت يونش و درجۀ يونش:
a و غلظت اوليۀ اسيد برابر M باشد، اسيد به اندازۀ اگر درجۀ يونش اسيد ضعيف HX برابر
M خواهد بود؛ پس می توان نوشت: M- a Ma يونيده شده و غلظت تعادلی آن برابر با

X-+H+
HX

۰۰Mغلظت اوليه:

+Ma+Ma-Maتغيير غلظت:

MaMaM M- aغلظت تعادلی:

K H X
HX

M M
M M

M
M

M
a = =

-
=

-
=

-

+ -[ ][ ]
[ ]

( ) ( )
( )

a a
a

a
a

a
a

2 2 2

1 1

Þ =
-

K M
a

a
a

2

1
  ,  K H

M Ha =
-

+

+
[ ]
[ ]

2

a (معمولاً  10) و يا مقادير كم 5- Ka كوچک تر از برای اسيدهای خيلی ضعيف (معمولاً با
a صرف نظر كرده و از رابطۀ تقريبی زير  -1» از a 0)، می توان در عبارت « 05/ كم تر از

K Ma = a2 استفاده كرد: 

1 برابر می شود. با 
4

 با ۴ برابر شدن حجم محلول، غلظت مولی آن

K استفاده كنيم: Ma = a2اسيد كوچک است، می توانيم از رابطۀ تقريبی Ka توجه به اين كه

K M M M
Ma = Þ = Þ = = = Þ =SMIY

1 1

2

2 2

2 2

1

1

2
2 1

4

1
2 2a a

a
a

a a

 گزينۀ درست همين جا لو رفت!
 با دو برابر كردن جرم و در نتيجه دو برابر شدن تعداد مول اسيد و هم چنين نصف كردن 
حجم محلول، غلظت محلول ۴ برابر می شود؛ چون غلظت تغيير كرده، pH محلول نيز تغيير 

خواهد كرد.

= غلظت محلول Þ
­

¯

½kº¼{ï®e  Ï¼¶

Ï¼±d¶  ´\e

oMHoM  

 oMHoM 

2

1

2

۴ برابر

 ابتدا بايد غلظت مولی محلول را حساب كنيم:

= غلظت مولی =
-

-

8

50

400

1000

0 4

1
1

g
g mol

L
mol L. / .
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K H
M H H mol La 
[ ] [ ] [ ] .

+
+ - - - + - -Þ = ´ ´ = ´ Þ = ´

2
2 5 1 6 3 1

10 4 10 4 10 2 10

[ ]
[ ]

.OH
H

mol L-
-

+

-

-
- -= =

´
= ´10 10

2 10

5 10

14 14

3

12 1

pH H= - = - ´ = -+ -log[ ] log( ) log2 10 3 2
3 = - =3 0 3 2 7/ /
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واكنش های  موازنۀ  برای  كلی  طور  به  اکسايش:  عدد  تغيير  روش  به  موازنه 
اكسايش ـ كاهش، ابتدا تغيير عدد اكسايش اتم ها را حساب می كنيم، سپس مقدار تغيير عدد اكسايش 
گونۀ كاهنده را ضريب گونۀ اكسنده و مقدار تغيير عدد اكسايش گونۀ اكسنده را ضريب كاهنده قرار 
می دهيم و در آخر, با توجه به ضرايبی كه معلوم هستند، ضرايب بقيۀ گونه ها را تعيين می كنيم. 
حواستون باشه كه اگر عنصری كه عدد اكسايش آن تغيير كرده است، دارای زيروند باشد، بايد تغيير عدد 
اكسايش آن را در زيروندش ضرب كنيم و سپس جابه جايی تغيير عدد اكسايش ها را انجام بدهيم.

مثال:

Þ + ® + +- + -
2 3 2 3 8

4

2AuI Cu Au Cu I

همۀ عبارت های داده شده درست اند. معادلۀ موازنه شدۀ واكنش به صورت زير است:

E E E  ( ) ( ) ( ) / / /y¹¨H» kUI¨ kºA= - = - =0 56 0 34 0 22 عبارت اول: 

Þ > ÞE( )y¹¨H» 0 خودبه خودی و انجام پذير  
عبارت دوم:

·»oT§²H  Ï¼¶  jHk÷U

½k{ï¾²jIL¶

KÄoò ½k¹ÀI¨  IÄ  ½k¹v¨H ´UH  = ´ kkº»oÄp  ´UH  ¦Ä  yÄIv¨ H jkø  oÃÃûU´

تعداد مول الكترون های مبادله شده برابر است با:
Þ براساس گونۀ كاهنده ´ ´ = -

3 1 2 6e
Þ براساس گونۀ اكسنده ´ ´ = -

2 1 3 6e
AuI4 با گرفتن الكترون از Cu، به عنوان اكسنده عمل می كند.

- عبارت سوم: يون
= مجموع ضرايب + + + + =2 3 2 3 8 18 عبارت چهارم: 
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تکنيک مقايسۀ آنتالپی فروپاشی شبکۀ بلور ترکيب های يونی:
DH فروپاشی شبكۀ تركيب های يونی می توان از روش زير استفاده كرد: به طور كلی برای مقايسۀ
 هر چه مجموع قدرمطلق بار يک كاتيون و يک آنيون در يک تركيب يونی بزرگ تر 

DH فروپاشی شبكۀ آن بزرگ تر است. باشد،
 اگر مجموع قدرمطلق بار يک كاتيون و يک آنيون برای دو تركيب يونی برابر باشد، 

DH فروپاشی آن بزرگ تر است. هر چه شعاع يون های تركيب يونی كوچک تر باشد،
است. e c a d b> > > > با توجه به نمودار، مقايسۀ آنتالپی فروپاشی ۵ تركيب داده شده به صورت
1000 است. 1kJ mol. - آنتالپی فروپاشی تركيب های b ،a و d، كم تر از
با توجه به نمودار كتاب درسی، آنتالپی فروپاشی اغلب هاليدهای فلزهای قليايی نيز كم تر از

1000 است؛ پس آنيون تركيب a می تواند يک هاليد باشد. 1kJ mol. -

،b و a آنيون های سازندۀ يک دوره، بارهای متفاوتی دارند. اگر عناصر سازندۀ آنيون های 
در يک دوره بود، به دليل اختلاف بار آن ها، تفاوت آنتالپی فروپاشی آن ها خيلی بيشتر از اينی 
e و c به ترتيب می توانند MgO و  نه اصلاً! مثلاً  می شد كه در نمودار نشان داده شده! 
،Mg2+ -2 است اما به دليل كم تر بودن شعاع +2 و CaO باشند كه بار يون های هر دو،
d و b شده است.  آنتالپی فروپاشی تركيب های c بيشتر از e آنتالپی فروپاشی تركيب
بسيار به هم نزديک است؛ بنابراين اختلاف بار يون های سازندۀ آن ها را بی خيال می شيم و فقط 
می ريم سراغ مقايسۀ شعاع يون ها! می دانيم كه آنتالپی فروپاشی شبكه با شعاع يون ها رابطۀ 
وارونه دارد. با توجه به اين كه آنتالپی فروپاشی d از b بيشتر و شعاع آنيون آن بيشتر است، 

پس حتماً بايد شعاع كاتيون آن كم تر باشد.

اين جور  آزمون  جلسۀ  سر  بوده،  كنكور  اين  سؤال  چالشی ترين  سؤال،  اين   
سؤال ها رو بايد حتماً در دور اول رها كنيد و در آخر اگر زمان داشتيد بياييد سراغش.
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) آن ها را  [ ]  ابتدا شمار مول های تعادلی مواد (n) و سپس غلظت های تعادلی (
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 حالا از رابطۀ ثابت تعادل استفاده می كنيم:
2 22NO g Br g NOBr g( ) ( ) ( )+ 
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%60 Br2  برای قسمت دوم سؤال، با توجه به اطلاعات داده شده ميزان مصرفی
مقدار   %40 تعادل، حال  در   Br2 مقدار يعنی  است  مانده  باقی  آن  از  پس%40  بوده؛ 

اوليه اش است.
40
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402
´ = Þ = ´n mol nBr¾Ã²»H  ¾Ã²»H

/ / =0 375/ mol

، ( / )0 15 mol Br2 را برابر با مقدار تعادلی آن 60% مقدار آغازی  اگر به اشتباه،
0 و گزينۀ اشتباه  می رسيد. 25/ در نظر بگيريد به عدد
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 انرژی فعال سازی سوختن گاز هيدروژن در هوا و در دمای اتاق تأمين نمی شود اما اين انرژی برای 
فسفر سفيد تأمين شده و فسفر سفيد برخلاف گاز هيدروژن، در هوا و در دمای اتاق می سوزد.
Ea در هوا و در دمای اتاق سوختن گاز هيدروژن > سوختن فسفر سفيد :  

است.  فروسرخ  پرتوهای  محدودۀ  به  مربوط   ،103 ـ  105 nm موج طول  محدودۀ   
گروه های عاملی می توانند بخش معينی از پرتوهای الكترومغناطيسی در اين محدوده را جذب 
كنند؛ به همين دليل برای شناسايی گروه های عاملی از طيف سنجی فروسرخ استفاده می شود.
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۹

 انرژی فعال سازی واكنش های گفته شده، بالا بوده و در دمای اتاق انجام نمی شود.

N H2 2+ ¾ ®¾¾¾¾¡IUH  ÁI¶j  nj انجام نمی شود.  

N O2 2+ ¾ ®¾¾¾¾¡IUH  ÁI¶j  nj انجام نمی شود.  
اصلاً تعريف طيف همينه!
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 اثر عوامل مختلف بر تعادل:

عکس العمل تعادل عامل
به تغيير

چگونگی تغيير 
ثابت تعادل (K) با 
جابه جاشدن تعادل

تغيير غلظت

افزايش غلظت 
يک ماده

جابه جايی در جهت 
تغيير نمی كند.مصرف آن ماده

كاهش غلظت
يک ماده

جابه جايی در جهت 
تغيير نمی كند.توليد آن ماده

تغيير حجم (فشار)

افزايش حجم 
(�اهش فشار) 

سامانه

جابه جايی در جهت 
شمار مول های گازی 

بيشتر
تغيير نمی كند.

كاهش حجم 
(افزايش فشار) 

سامانه

جابه جايی در جهت 
شمار مول های گازی 

كم تر
تغيير نمی كند.

تغيير 
دما

واكنش های 
گرماده

كاهش دما
جابه جايی در جهت 
توليد گرما (جهت 

رفت)
افزايش می يابد.

افزايش دما
جابه جايی در جهت 
مصرف گرما (جهت 

برگشت)
كاهش می يابد.

واكنش های 
گرماگير

كاهش دما
جابه جايی در جهت 
توليد گرما (جهت 

برگشت)
كاهش می يابد.

افزايش دما
جابه جايی در جهت 
مصرف گرما (جهت 

رفت)
افزايش می يابد.

هر عاملی كه سبب جابه جايی تعادل در جهت رفت شود، مقدار فراورده را افزايش خواهد داد.

 افزايش فشار: تعادل را به سمت مول های گازی كم تر جابه جا می كند:
¾ ®¾¾¾¾

+ ­CO g H g CH OH g( ) ( ) ( )2
2 3



¾ ®¾¾¾¾
+ ¯CO g H g CH OH g( ) ( ) ( )2

2 3


 :CH OH3  خارج كردن ۵۰ درصد از

رفت  در جهت  تعادل  جابه جايی  فقط  طراح  منظور  سؤال  اين  در  كه  كنيد  دقت   
(افزايش مقدار فراورده) است، نه افزايش مقدار فراورده نسبت به تعادل اوليه!

اگر به اشتباه مقدار فراورده رو پس از اعمال تغيير نسبت به تعادل اوليه بررسی كنيد، اين 
CH (فراورده) از تعادل اوليه،  OH3 مورد رو غلط در نظر می گيريد؛ زيرا با خارج كردن%50

مقدار فراورده در تعادل جديد نسبت به تعادل اوليه، كم تر می شود.

 كاهش دما: چون واكنش گرماده است، كاهش دما تعادل را در جهت رفت جابه جا می كند.
¾ ®¾¾¾¾¾

+ ­ +CO H CH OH Q2
2 3


 ،CO و   H2 با كاهش مقدار به صورت هم زمان:   CO و   H2 از  خارج كردن ۵۰ درصد 
تعادل در جهت برگشت جابه جا می شود.

¬ ¾¾¾¾¾¾
¯ + ¯ ¯CO H CH OH2

2 3


 تزريق CO به ظرف واكنش: با افزايش مقدار CO، تعادل در جهت رفت و مصرف آن 
¾پيش می رود. ®¾¾¾¾

­ + ­CO H CH OH2
2 3

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روند تغيير شعاع يونی در جدول دوره ای:

 در يک گروه جدول دوره ای، درست مانند شعاع اتمی، شعاع يونی هم از بالا به پايين 
افزايش می يابد.

ÂÄIÃ±¤  ÁIÀq±Î Âº¼Ä  ÌI÷{ :
3 11 19 37 55
Li Na K Rb Cs+ + + + +< < < < مثال:

 :شعاع يونی هاليدها
9 17 35 53
F Cl Br I- - - -< < <

 در يون های هم الكترون، هر چه عدد اتمی بيشتر باشد، شعاع يون كوچک تر است.

 :شعاع
7
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N O F Na Mg Al- - - + + +> > > > >
.kºnHj  ·»oT§²H    Â«µÀ

�� ���������� ���������� مثال:

 :شعاع
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P S Cl K Ca Sc- - - + + +> > > > >
.kºnHj  ·»oT§²H    Â««µÀ

� ���������� ����������

همان طور كه ديديد در يون های هم الكترون، شعاع آنيون ها از شعاع كاتيون ها بزرگ تر است.
 در دوره های دوم و سوم، كاتيون ها نسبت به آنيون ها يک لايۀ الكترونی كم تر دارند، به 

همين دليل، شعاع كاتيون ها از شعاع آنيون ها كوچک تر است.

³¼w â½n»j

kºnHj  ·»oT§²H 
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18

Cl S P- - -< <
kºnHj  ·»oT§²H 

� ����� ����� مثال:

يون های داده شده در   ، هم الكترون هستند. در يون های هم الكترون، هر چه عدد اتمی 
بيشتر باشد، شعاع يون كوچک تر است:

 :شعاع
16

2

17 19 20

2

18

S Cl K Ca- - + +> > >
.kºnHj  ·»oT§²H  Â«µÀ

� ������ �������

(برای رد هر گزينه، دنبال ۱ مورد غلط می گرديم.)
 ،
12

2Mg + از شعاع بيشتر،  الكترونی  داشتن يک لايۀ  با   
19
K+ كنيد كه شعاع  دقت 

بيشتر است.

 :شعاع

·»oT§²Hï´À

½»o¬ï´À  ÁIÀï·¼Ä
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Br Cl K- - +

¯
> > >
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Mg +

¯
Âº»oT§²H  â¾Ä¯ Âº»oT§²H  â¾Ä¯ 

 يون های داده شده در اين گزينه، همگی در دورۀ سوم قرار دارند (هم دوره اند). در دورۀ 
سوم، شعاع كاتيون ها از شعاع آنيون ها كوچک تر است:

 :شعاع
16

2

17 12

2

13

3S Cl Mg Al- - + +> > >

 در يون های هم الكترون، با افزايش عدد اتمی، شعاع يونی كوچک تر می شود:

 :شعاع
8

2

9 12

2

10

O F Mg- - +> >
.kºnHj  ·»oT§²H  Â«µÀ

� ����� �����

 برای اين مدل سؤال های مقايسه ای، بهتره با رد گزينه به پاسخ صحيح برسيد؛ 
يعنی در هر گزينه، يک مورد غلط رو پيدا كنيد و گزينه رو حذف كنيد.


