
کتاب شب امتحان حسابان )2( دوازدهم از 4 قسمت اصلی به صورت زیر تشکیل شده است:
1( آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارهء 1 تا 4 این کتاب مربوط به مباحث نوبت اول است که خودش به دو قسمت تقسیم می شود:

الف( آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارهء 1 و 2 را فصل به فصل طبقه بندی کرده ایم. بنابراین شما به راحتی می توانید پس از خواندن 
هر فصل از درس نامه تعدادی سؤال را بررسی کنید. حواستان باشد این آزمون ها 20 نمره ای و مثل یک آزمون کامل هستند. در کنار سؤال های 
این آزمون ها نکات‌مشاوره‌ای نوشته ایم. این نکات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگویی به آزمون در زمان امتحان کمک می کند.

ب( آزمون طبقه بندی نشده: آزمون های شمارهء 3 و 4 را طبقه بندی نکرده ایم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی که معلمتان از شما خواهد گرفت، ببینید. 
2( آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارهء 5 تا 12 امتحان های نهایی برگزارشده در سال های 98، 99 و 1400 هستند. این قسمت هم، خودش به 2 بخش تقسیم می شود:

الف( آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارهء 5 تا 8 آزمون های نهایی خرداد، شهریور و دی 98 و دی 99 هستند که طبقه بندی کرده ایم. 
با این کار باز هم می توانید پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهید. هر کدام از این آزمون ها هم، 20 نمره دارند. در واقع در 

این بخش، شما 4 آزمون کامل را می بینید. این آزمون ها هم نکات‌مشاوره‌ای دارند.
دوم،  نوبت  آزمون   4 با  بخش  این  در  پس،  نکرده ایم؛  طبقه بندی  را   12 تا   9 شمارهء  آزمون های  طبقه بندی نشده:  آزمون های  ب( 
خرداد   ،1400 شهریور  و  خرداد  نهایی  امتحان های  ترتیب  به  آزمون ها  این  شد.  خواهید  مواجه  معلمتان  سال  پایان  آزمون   مشابهِ 

و شهریور 99 هستند.
3( پاسخ نامهء تشریحی آزمون ها: در پاسخ تشریحی آزمون ها تمام آن چه را که شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشته ایم.
4( درس نامهء کامل شب امتحانی: این قسمت برگ برندهء شما نسبت به کسانی است که این کتاب را نمی خوانند در این قسمت تمام آن چه را که 

شما برای گرفتن نمرهء عالی در امتحان حسابان )2( نیاز دارید، تنها در 16 صفحه آورده ایم، بخوانید و لذتش را ببرید! 
یک‌راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانید از سؤال های فصل های اول تا سوم آزمون های 5 تا 8 هم استفاده کنید.

صفحهء صفحهء‌ ‌ ‌ ‌
پاسخ‌نامه آزمون‌ نوبت‌ ‌ ‌ ‌

22  3 اول  )طبقه بندی شده(   آزمون شمارهء 1 

24  5 اول  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 2 

25  6 اول  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 3  

27  7 اول  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 4  

29  8 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 5 نهایی خرداد 98  

31  10 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 6 نهایی شهریور 98  

32  12 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 7 نهایی دی 98  

33  14 دوم  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 8 نهایی دی 99  

35  16 دوم  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 9 نهایی خرداد 1400  

36  18 دوم  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 10 نهایی شهریور 1400  

38  20 دوم  آزمون شمارهء 11 نهایی خرداد 99  )طبقه بندی نشده( 

39  21 دوم  آزمون شمارهء 12 نهایی شهریور 99  )طبقه بندی نشده( 

41 درس نامهء توپ برای شب امتحان   

شهریور‌و‌دیپایانی‌نوبت‌دومپایانی‌نوبت‌اولفصل‌ها

72/53/5اول

623دوم

72/53سوم

چهارم
ــ

76

64/5پنجم

202020جمع
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kheilisabz.comمدت آزمون: 100 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکحسابان )2(

نمرهنوبت اول پایهء دوازدهم دورهء متوسطهء دومردیف

f به صورت مقابل داده شده است.1 x( ) نمودار تابع

y را رسم کنید. f x2

1

2
== -- --( ) y و f x1 2== -- ( ) نمودارهای

1/5

جاهای خالی را تکمیل کنید.2

 y f x== ++1

2
1( ) f باشد، پس از انتقال، مختصات نقطهء A روی تابع x( ) )A  روی تابع , )--1 1 الف( اگر نقطهء

برابر است با ............... .

y برابر است با ............... . f x== -- --3 1( ) ] باشد، دامنهء تابع , ]--1 4 f برابر x( ) ب( اگر دامنهء تابع

0/5

f را در نظر بگیرید.3 x x( ) ( )== ++ --1 2
3 تابع

y رسم کنید. x== 3 الف( نمودار f را به کمک نمودار تابع

f را رسم کنید. --1 ب( نشان دهید f وارون پذیر است و نمودار

f را بنویسید. --1 پ( ضابطهء

2/5

f به صورت زیر داده شده است. بازه هایی که تابع در آن ها اکیداً صعودی، اکیداً نزولی یا 4 x( ) نمودار تابع

ثابت است را مشخص کنید.

1

سپس 5 است.  بخش پذیر   2 5x -- بر  f x x x x( ) == -- -- ++2 3 9 10
3 2 جمله ای چند  دهید  نشان 

f را بیابید. x( ) مقسوم علیه های دیگر

1/5

دورهء تناوب، مقادیر ماکزیمم و مینیمم هر یک از توابع زیر را مشخص کنید.6

y )الف x== -- ++cos pp
3

2   

y )ب x== -- ++2 5 3sin   

1/5

tanaa را در ربع های اول و چهارم با هم مقایسه کنید.7 sinaa و 1با توجه به محورهای سینوس و تانژانت، مقادیر

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.8
2 )الف 3 0sinx++ ==   

2 )ب 3 1 0
2tan tanx x-- ++ ==   

2

مثلثی با مساحت 8 سانتی مترمربع مفروض است. اگر اندازهء دو ضلع آن 4 و 8 باشد، آن گاه چند مثلث 9

با این خاصیت وجود دارد؟

1/5

ترتیب رسمِ مرحله به مرحلهء نمودارها برای این سؤال مهمه.

این سؤالات  برای  باشه  یادت  سؤال و جواب های تک کلمه ای. 
فقط جواب آخر مهمه نه راه حل!

f-1 هم  تابع انجام دهید.  انتقال ها  با  باید فقط  را   f تابع رسم 
f رسم شود. حتماً باید به کمک

به کلمهء »اکیداً« در صورت سؤال توجه کن.

عملیات  از  نباید  سؤال  اول  قسمت  درستی  نشان دادن  برای 
تقسیم استفاده کنی.

این سؤال معمولًا در تمامی امتحانات مطرح می شود. پس فرمول های 
آن را حفظ کن.

یه وقت اشتباهی رُبع ها را انتخاب نکنی!

برای قسمت )الف( دقت کن که سینوس برابر یک مقدار منفی می شود!

در این سؤال، اصلًا به ضلع سوم مثلث نیازی نیست.
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kheilisabz.comمدت آزمون: 100 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکحسابان )2(

نمرهنوبت اول پایهء دوازدهم دورهء متوسطهء دومردیف

حدود زیر را محاسبه کنید.10

lim )الف
x x x®® ++

--
-- ++1

2

4

3 2

pp lim )ب  tan
x

x
®®

++pp
2

lim )پ 
x

x
x®®++¥¥

++
--

3 1

2 3

2

  

2/5

f را به  دست آورید.11 x x
x x

( ) == ++
++ --

1

6
2

1/5مجانب های قائم تابع

12 y x
x

==
++2

1

1/5مجانب های افقی تابع روبه رو را بیابید. 

نمودار تابعی مانند f را طوری رسم کنید که:13

f f( ) ( )-- == ==1 2 0 الف(

 lim ( )
x

f x
®® --

== --¥¥
0

lim و ( )
x

f x
®® ++

== --¥¥
1

ب(

y مجانب افقی آن باشد. == 1 پ( خط

1/5

جمع نمرات موفق باشید   20

تکنیک های  می شود.  مطرح  امتحانات  در  همیشه  حدگیری  سؤال 
حدگیری را از درس نامه بخون.

یادت نره برای مجانب قائم، باید شرط هایش بررسی شود.

x2 توجه کن. به

باید نموداری بکشی که همهء شرط ها را داشته باشه. احتیاجی به ضابطهء 
نمودار نیست.
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kheilisabz.comزمان آزمون: 120 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکحسابان )2(

نمرهنوبت دوم پایهء دوازدهم ـ نهایی خرداد 1400ردیف

جای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.1
الف( به تابعی که در یک بازه فقط صعودی یا نزولی باشد، ............... می گوییم.

) برابر ............... است. tan )y x== ب( برد تابع تانژانت

x برابر است با ............... .  == 0 f در نقطهء x x( ) | |== 1 پ( با توجه به شکل مقابل حد تابع

x مشتق پذیر باشد، آن گاه f در a ............... است.  a== ت( اگر تابع f در

1

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را تعیین کنید.2
الف( اگر تابع f در هر نقطهء اکسترمم نسبی مشتق پذیر باشد، آن گاه مشتق تابع f در این نقاط صفر می شود.

ب( تابع صعودی اکید، نقطهء عطف ندارد.
f¢¢ بر بازه ای منفی باشد، آن گاه تابع f بر آن بازه اکیداً نزولی است. پ( اگر علامت

f¢¢¢¢ تغییر می کند. x( ت( در نقطهء عطف علامت(

1

] رسم کنید.3 , ]0 2pp y در بازهء x== cos y را به کمک نمودار x== --cos( )pp
4 0/75نمودار تابع

f تعیین کنید، تابع در چه بازه ای اکیداً صعودی و در چه بازه ای اکیداً نزولی می باشد.4 x x x
x x

( ) == ³³
-- -- << <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2
0

3 1 0
0/75با رسم نمودار تابع

) یکسان می باشد. مقدار a را بیابید.5 )x ++ 2 q بر x x x( ) == -- ++2 1
2 p و x x ax( ) == ++ ++3

1 0/75باقی ماندهء تقسیم عبارت های

0/75ضابطهء تابع مثلثاتی سینوس با دورهء تناوب 3 و مقادیر ماکزیمم 5 و مینیمم 3 بنویسید.6

2 را حل کنید.7 1
2cos sinx x== -- 1معادلهء مثلثاتی

lim )الف8 | |x

x
x®® --

++
--2

1

2
حدهای زیر را محاسبه کنید. 

lim )ب
x

x

x
®®++¥¥

++

--

3
1

4
2

 

1

f را در صورت وجود بیابید.9 x x
x

( ) == --
--

1 2

1

2

2
1/25مجانب های قائم و افقی نمودار تابع

A به دست آورید.10 f( , ( ))1 1 f را در نقطهء x x x( ) == --3
2 1/5معادلهء خط مماس بر منحنی تابع

با توجه به نمودار f به سؤالات زیر پاسخ دهید. 11
الف( طول نقطه ای که مشتق در آن صفر است را بنویسید.

ب( طول نقطهء »گوشه ای« را بنویسید.
پ( طول نقطه ای که در آن مقدار تابع و شیب خط هر دو منفی است، را بنویسید.

0/75

جسمی را از سطح زمین به طور عمودی پرتاب می کنیم. جهت حرکت به طرف بالا را مثبت در نظر می گیریم. فرض کنید ارتفاع این جسم از سطح زمین در هر 12
h به دست می آید. مطلوب است: t t t( ) == -- ++5 40

2 لحظه از معادلهء

[ , ]1 2 الف( سرعت متوسط در بازهء

t == 3 ب( سرعت لحظه ای در زمان

1

)A بررسی کنید.13 , )1 1 با محاسبهء مشتق راست و مشتق چپ تابع رسم شدهء مقابل، مشتق پذیری تابع را در نقطهء

 

1
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kheilisabz.comزمان آزمون: 120 دقیقهرشته: ریاضی فیزیکحسابان )2(

نمرهنوبت دوم پایهء دوازدهم ـ نهایی خرداد 1400ردیف

مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.(14
f )الف x x x( ) ( )( )== ++ --3 1 2 1

3  

g )ب x x x( ) tan cos== ++3
2 2  

h )پ x x x
x( ) == --2
3

5
 

2/5

] تعیین کنید.15 , ]--1 1 f را در بازهء x x x( ) == -- ++3 2
3 1 1/5اکسترمم های مطلق تابع

f باشد، مقادیر a و b را به دست آورید.16 x x ax bx( ) == ++ ++ --3 2
1 )A نقطهء عطف منحنی , )--1 1 1اگر نقطهء

f را رسم کنید.17 x x
x( ) == --

++
2 1

1
2/5جدول رفتار و نمودار تابع

جمع نمرات موفق باشید   20



22

y ابتدا با توجه به ضریب 2، یک انبساط عمودی در - 1 ( )
1

2= - f x برای رسم نمودار
راستای محور yها انجام می دهیم؛ سپس به علت ضریب منفی نمودار را نسبت به محور 

xها قرینه می کنیم.

 ¾M SLvº ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶x¾ ®¾¾¾¾   

، یک انبساط افقی در راستای  1
2

، ابتدا با توجه به ضریب y f x
2

1

2
= - -( ) برای رسم

محور xها انجام می دهیم. سپس یک بار قرینه نسبت به محور xها و بار دیگر قرینه نسبت 
به محور yها انجام می دهیم.

  

¾M SLvº ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶x¾ ®¾¾¾¾    

¾M SLvº ¾¹Äo¤
IÀ n¼d¶y¾ ®¾¾¾¾

   

2 -( , )-2 1

2
الف( 

A Ax

y

= - ¾ ®¾¾¾¾ ¢ = -( , ) ( , )11 2 1

1

2

keH» ¦ÄIÀ
Oa Sµw ¾M

ÆIL£ºHIÀ

KÄoòIM Áj¼¼µø
¾ ®¾¾¾¾¾ ¢¢ = -A ( , )2

1

2

 

 - £ - £ Þ £ £ Þ1 1 4 0 5 0 5x x [ , ] ب( 

y را یک واحد به - 3 x= 3 y را رسم می کنیم. سپس نمودار x= 3 الف( ابتدا نمودار
سمت چپ و دو واحد به سمت پایین انتقال می دهیم. 

 
ب( چون هر خط موازی محور xها نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می کند، پس 
نمودار باید   ،f وارون  برای رسم  وارون پذیر است.   f تابع  بنابراین  تابع یک به یک است، 

f را نسبت به خط نیمساز ربع اول و سوم قرینه کنیم: x x( ) ( )= + -1 2
3

 
f ابتدا باید x را تنها کنیم: x x( ) ( )= + -1 2

3 پ( برای محاسبهء ضابطهء وارون تابع

 y x y x= + - Þ + = +( ) ( )1 2 2 1
3 3  

 Þ + = + Þ = + -x y x y1 2 2 13 3  

 Æ¼øHn » ÁI]
´Ã¹¨ïÂ¶
y x f x x¾ ®¾¾¾¾¾ = + --1 3

2 1( )  
طبق نمودار از سمت چپ شروع می کنیم.- 4

 ( , ]-¥ - 4 ، اکیداً نزولی : [ , ]-4 0 اکیداً صعودی :  
 [ , ]0 4 ، تابع ثابت : [ , ]4 + ¥ اکیداً نزولی :  

باید - 5 یعنی  برابر صفر است؛   ،2 5x - ازای ریشهء به   f x( ) نشان دهیم مقدار باید 

. f ( )5
2

0= نشان دهیم:
 f ( ) ( ) ( ) ( )5

2
2
5

2
3
5

2
9
5

2
10

3 2= - - +  

 = ´ - ´ - + = - - +
2

125

8
3

25

4

45

2
10

125 75 90 40

4

4

                    

 = - = Þ =165 165

4
0

5

2
0f ( )                                                    

f است. برای پیداکردن مقسوم علیه های دیگر باید x( ) 2 یک مقسوم علیه 5x - پس

2 تقسیم کنیم. 5x - f را بر x( )

Þ
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2 3 9 10

2 5

2 9 10

2 5

4 10

4 10

0

2
3 2

3 2

2

2

x x x

x x

x x

x x
x
x

- - +

- -

- +

- -
- +

- - +

( )

( )

( )

xx

x x

-

+ -

5

2
2

 

 f x x x x( ) ( ) ( )= - + -2 5 2
2 بنابراین: 

 = - + -( ) (x ) (x )2 5 2 1x  

f هستند. x( ) x مقسوم علیه های دیگر -1 x و + 2 یعنی

و- 6  y a bx c d= + +sin( ) فــرم به  تــوابــعـی  تــنــاوب  دورهء  کـلـی  طـور  بـه 

| و مقدار مینیــمم |a d+ 2p و مقـدار مـاکزیــمم
| |b

y برابر a bx c d= + +cos( )

- است. +| |a d

 y x

T

= - +

= = =

= - + = +

= - - + = - +

ì

í

cos

| |

max | |

min | |

p

p
p

p
p

3
2

2

3

2

3

6

1 2 1 2

1 2 1 2

ïï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï

الف( 

ب(

 

y sin x

T

= - +

= =

= - + = + =
= - - + = - + =

ì

í

2 5 3

2

5

2

5

2 3 2 3 5

2 3 2 3 1

p p
| |

max | |
min | |

ïï
ïï

î

ï
ï
ï

 

دایرهء مثلثاتی رسم می کنیم:- 7

 
 sin tana a< 0، طبق شکل مشخص است که همواره: 

2
< <a p در ربع اول:

sin tana a> ، طبق شکل مشخص است که همواره: 3
2

2
p a p< < در ربع چهارم:

. زاویه ای که مقدار سینوس - 8 sin x = - 3

2
2، در نتیجه 3 0sin x + = الف(

. a p= - 3 - است را از ربع 4 انتخاب می کنیم. 3

2
آن

جواب های کلی عبارت اند از:

 
x k

x k

x k

x k
k

= + -

= + - -

ì

í
ï

î
ï

Þ
= -

= +

ì

í
ï

î
ï

Î
2

3

2 1
3

2
3

2
4

3

p p

p p

p p

p p

( )

( ) ( )
( ))،  

.2 3 1 0
2t t- + = ، در این صورت: tan x t= ب( قرار می دهیم

؛ در نتیجه: t = 1

2
t و مجموع ضرایب برابر صفر است، پس1=

 tan x x k= Þ = Þ = +1
4 4

a p p p   ،  kÎ  

b زاویهء موردنظر  tan مقدار زاویه قابل محاسبه نیست. مثلاً اگر x = 1

2
اما از معادلهء

 x k= +p b   ،  kÎ tanb و در نتیجه:  = 1

2
باشد، آن گاه

مساحت مثلث به کمک دو ضلع و زاویهء بین آن ها عبارت است از:- 9

= مساحت مثلث ´ ´ ´1

2
Í±ò Í±ò sin )زاویهء بین دو ضلع(  

 8 1

2
4 8

1

2
= ´ ´ ´ Þ =sin sinq q  

 q p= 5

6
q و p= 6 0 قرار می گیرد، پس < <q p زاویهء بین دو ضلع در مثلث در بازهء

قابل قبول هستند. یعنی دو مثلث با این خاصیت وجود دارد.
x را فقط در مخرج کسر جای گذاری می کنیم:- 10 =1 الف( صورت کسر فاقد x است.

 1 3 1 2 0
2 - + =( )  

 x x x2
3 2 0 1 2- + = Þ = , با تعیین علامت مخرج کسر داریم: 

 
x

x x

1 2

3 2 0 0
2 - + + - +

 

مقدار  ، x راست1= همسایگی  برای  جدول  طبق  راست،  حد  یعنی   x ® +1

 lim
x x x® -+

-
- +

= -
1

2

4

3 2

4

0

p p x منفی است. در نتیجه خواهیم داشت:  x2
3 2- +

 Âÿ¹¶  jkø

0-
= +¥ ، بنابراین:  ( / )p p 3 14 4 0- < اما

ب( از مثلثات به یاد داریم که:

 
tan sin

cos

sin( ) , cos( )

x x
x=

= =

ì

í
ï

î
ï p p

2
1

2
0

 

را  مخرج  بودن   0- یا  0+ باید که  بود  خواهد   1
0

صورت به   lim tan
x

x
®p

2

حاصل پس 

p2 نزدیک  p2 به ، پس با مقادیر بیشتر از x ®
+p

2 مشخص کنیم. طبق صورت سؤال،

cos منفی است.  x می شویم، لذا در ربع دوم دایرهء مثلثاتی هستیم و در این ربع مقدار
lim در نتیجه: tan

x

x
®

-+
= = -¥

p
2

1

0

 

 lim lim
x x

x x
®+¥ ®+¥

+ =3 1 3
2 2 پ( برای عبارت زیر رادیکال داریم:  

 lim lim lim | |
x x x

x x x
®+¥ ®+¥ ®+¥

+ = =3 1 3 3
2 2 در نتیجه: 

x میل می کند، پس داخل قدرمطلق مثبت است و می توان قدر مطلق را  ® +¥ چون
 lim | | lim
x x

x x
®+¥ ®+¥

=3 3 حذف کرد. در نتیجه: 

 Þ
-

= =
®+¥ ®+¥
lim lim
x x

x
x

x
x

3

2 3

3

2

3

2
 

مخرج کسر را برابر صفر قرار می دهیم:- 11

 x x x x x x2
6 0 3 2 0 3 2+ - = Þ + - = Þ = - =( ) ( ) ,  

x صورت کسر را صفر نمی کنند، حتماً مجانب قائم هستند. برای  = -3 x و = 2 چون
بررسی دقیق تر ابتدا مخرج را تعیین علامت می کنیم:

 
x

x x

-

+ - + - +

3 2

6 0 0
2
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، مخرج مثبت است. x = 2 طبق جدول در همسایگی راست

 lim
( )x

x
x x® ++

+
+ -

= = +¥
2

2

1

6

3

0

در نتیجه: 

، مخرج منفی است. x = 2 طبق جدول در همسایگی چپ

 lim
x

x
x x® --

+
+ -

= = -¥
2

2

1

6

3

0

در نتیجه: 

، مخرج منفی است. x = -3 طبق جدول در همسایگی راست

 lim
( )x

x
x x® - -+

+
+ -

= - = +¥
3

2

1

6

2

0

در نتیجه: 

، مخرج مثبت است. x = -3 طبق جدول در همسایگی چپ

 lim
( )x

x
x x® - +-

+
+ -

= - = -¥
3

2

1

6

2

0

در نتیجه: 

12 - lim lim
x x

x x
®±¥ ®±¥

+ =2 2
1 توجه داریم که: 

 = =
-

ì
í
ï

îï
®±¥

®+¥

®-¥

lim | |
lim

lim ( )x

x

x

x
x

x
 

x میل  ® -¥ x و بار دیگر وقتی ® +¥ اکنون حد تابع داده شده را یک بار وقتی
lim می کند، محاسبه می کنیم: lim

x x

x

x

x
x®+¥ ®+¥+

= =
2

1

1  

 lim lim
x x

x

x

x
x®-¥ ®-¥+

=
-

= -
2

1

1  

y خطوط مجانب افقی تابع هستند. = پس±1
13 -x روی نمودار است؛ یعنی نمودار باید محور ( , )2 0 ) و , )-1 0 طبق )الف(، نقاط

1- و 2 قطع کند. ها را در
 ، x قائم1= برای مجانب  قائم هستند.  x مجانب های  =0 x و طبق )ب(، خطوط1=
، در همسایگی چپ،  x =0 ¥- و برای مجانب قائم در همسایگی راست، مقادیر f به

¥- میل می کند. مقادیر f به
y مجانب افقی تابع f است، یعنی: طبق )پ(، خط1=

 lim ( )
x

f x
®+¥

= 1 lim  یا   ( )
x

f x
®-¥

= 1  
اکنون نموداری با این اطلاعات رسم می کنیم:
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الف( یکنوا- 1
 )مجموعهء اعداد حقیقی( ب(

xها به صفر  از هر دو طرف راست و چپ عدد صفر روی محور  ، زیرا وقتی  + ¥ پ(
+ می رود. ¥ نزدیک می شویم مقادیر تابع به سمت

ت( پیوسته
الف( درست- 2

ب( نادرست، نمودار تابع رسم شده اکیداً صعودی است و
x طول نقطهء عطف است. =0

پ( درست
ت( درست

] رسم می کنیم.- 3 , ]0 2p y را در بازهء x= cos ابتدا نمودار

 
اندازهء به  را  نمودار   y x= -cos( )p

4 رسم برای  اکنون 
p4 به سمت راست انتقال می دهیم.

 

نمودار را با استفاده از عددگذاری رسم می کنیم: - 4

f x x x
x x

x
y( ) = ³

- - < <

ì
í
ï

îï
Þ

-2
0

3 1 0

1 0

3 0
     

 
] اکیداً صعودی است. , )0 + ¥ ) اکیداً نزولی و در بازهء , ]-1 0 در بازهء

5 -x x+ = Þ = -2 0 2  
قرار  هم  برابر  سپس  و  می کنیم  جای گذاری   q x( ) و  p x( ) در را   x = -2 اکنون

می دهیم. )طبق فرض باقی مانده ها یکسان است.(
p a a( ) ( ) ( )- = - + - + = - -2 2 2 1 2 7

3  

q( ) ( ) ( )- = - - - + =2 2 2 2 1 11
2  

Þ - - = Þ - = Þ = -2 7 11 2 18 9a a a  
6 -

T
b

b b= Þ = Þ = Þ = ±3
2

3
2

3

2

3

p p p
| |

| |  

max
min

| |
| |

=
=

ì
í
î

Þ
+ =

- + =
ì
í
î

Þ = Þ =
5

3

5

3
2 8 4

a c
a c

c c  

y a bx c= +sin  : a = | پس±1 |a و1=

y x= +sin 2
3

4
p y یا x= - +sin 2

3
4

p  

cos پس:- 7 sin2 2
1x x= - می دانیم

2 1 2 1 1
2 2cos sin ( sin ) sinx x x x= - Þ - = -  

Þ - = - Þ + - =2 2 1 2 3 0
2 2sin sin sin sinx x x x  

؛ sin x t= قرار می دهیم

2 3 0 1
3

2

2t t t t+ - = ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ Þ = = -.SwH oÿÅ KÄHoò Ì¼µ\¶ ,  

Þ = = -sin , sinx x1
3

2
 

1- باشد. در  sin باید بین 1 و x sin غیر قابل قبول است، زیرا مقادیر x = - 3

2
اما

sin sin sinx x= Þ =1
2

p نتیجه: 

Þ = + Îx k k2 2p p ,   

)الف- 8 lim
| |x

x
x® -

+
-2

1

2
 

x x x® Þ < Þ - <-
2 2 2 0Þ داخل قدرمطلق در مخرج منفی است.   

پس با حذف قدرمطلق می بایست مخرج را در یک منفی ضرب کنیم، سپس حد بگیریم:

lim
( ) ( )x

x
x® - +-

+
- -

=
-

= = + ¥
2

1

2

3

0

3

0

 

)ب lim
x

x

x
®+ ¥

+

-

3
1

4
2

 

x میل کند به صفر نزدیک می شوند پس: ® + ¥ 4 وقتی
x

1 و
x

lim
x

x

x
®+ ¥

+

-
= +

-
= -

3
1

4
2

3 0

0 2

3

2
 

9 -x x2
1 0 1- = Þ = ± مجانب قائم: 

چون هیچ کدام صورت را صفر نمی کنند، پس مجانب قائم هستند.

lim lim
x x

x
x

x
x

y
®± ¥ ®± ¥

-
-

= - = - Þ = -1 2

1

2
2 2

2

2

2

2
مجانب افقی: 

10 -f A( ) ( ) ( , )1 1 2 1 1 2 1 1 1
3= - = - = - Þ -   

f¢ است. ( )1 شیب خط مماس در نقطهء A برابر
¢ = - ¾ ®¾¾ ¢ = - ==f x x fx( ) ( )3 2 1 3 2 1

2 1  
tIµ¶  ôi â¾²jI÷¶ ¾ ®¾¾¾¾¾ - - = - Þ = -y x y x( ) ( )1 1 1 2  

x زیرا خط مماس افقی خواهد بود.- 11 b= الف(
) x d= x زیرا مشتق چپ و راست در این نقطه )شیب خطوط متقاطع در d=  ب(

با هم متفاوت است.
x زیر محور xهاست پس مقدار تابع منفی است.  c= x زیرا عرضِ مربوط به c= پ(

هم چنین شیب خطی که از این نقطه می گذرد منفی است )چون خط نزولی است(.
12 -h t t t( ) = - +5 40

2 الف( 
h h( ) ( )2 1

2 1

-
-

] برابر است با:  , ]1 2 سرعت متوسط در بازهء

h( ) ( ) ( )2 5 2 40 2 20 80 60
2= - + = - + = اما: 

h( ) ( ) ( )1 5 1 40 1 35
2= - + =  

Þ -
-

= =60 35

2 1

25

1
25  

: ¢h ( )3 t برابر است با = 3 ب( سرعت لحظه ای در زمان
¢ = - + ¾ ®¾¾ ¢ = - + ==h t t ht( ) ( ) ( )10 40 3 10 3 40 10

3  

 ضابطهء تابع به صورت زیر است:- 13

f x
x

x
x

f x
x

x
x

( ) ( )=
£

>

ì
í
ï

îï
Þ ¢ =

<

- >

ì
í
ï

îï

1 1

1
1

0 1

1
1

2

 

¢ = ¢ = -- +f f( ) , ( )1 0 1 1  
¢ پس تابع f در این نقطه مشتق پذیر نیست. ¹ ¢+ -f f( ) ( )1 1 چون

 محاسبهء مشتق چپ و راست به کمک تعریف:
f x

x

x
x

( ) =
£

>

ì
í
ï

îï

1 1
1 1
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¢ =
-
-

= -
-

=-
® ®- -

f f x f
x xx x

( ) lim ( ) ( ) lim1
1

1

1 1

1
0

1 1

 

¢ =
-
-

=
-

-
=

-

-+
® ® ®+ + +

f f x f
x

x
x

x
x
xx x x

( ) lim ( ) ( ) lim lim1 1
1

1 1
1

1

11 1 1
 

=
-

-
= - = -

®

-

®+ +
lim

( )
( )

lim
x x

x
x x x1

1

1

1
1

1 1  

¢ پس تابع f در این نقطه مشتق پذیر نیست. ¹ ¢- +f f( ) ( )1 1 چون

)الف- 14 ¢ = - + +f x
x

x x x( ) ( ) ( )( )3

2 3

2 1 6 3 1
3 2  

)ب ¢ = + + -g x x x x x( ) tan ( tan ) ( )( sin )6 1 2
2 2  

)پ ¢ =
- - -h x x x x x

x
( ) ( )( ) ( )

( )
2 3 5 5 3

5

2

2
 

15 -¢ = - = Þ - = Þ = =f x x x x x x x( ) ( ) ,3 6 0 3 2 0 0 2
2  

] نیست پس غیر قابل قبول است. , ]-1 1 x در بازهء  = 2 اما
x محاسبه می کنیم: =0 x و = -1 ، x اکنون مقادیر تابع f را به ازای نقاط بحرانی1=

x f= Þ = - + = -1 1 1 3 1 1( )  
x f= - Þ - = - - + = -1 1 1 3 1 3( )  
x f= Þ = - + =0 0 0 0 1 1( )  

 [ , ]-1 1 ) مینیمم مطلق f در بازهء , )- -1 3 ) ماکزیمم مطلق و نقطهء , )0 1 پس نقطهء
هستند.

)A باید در معادلهء f صدق کند:- 16 , )-1 1 نقطهء

f a b( ) ( ) ( ) ( )- = Þ - + - + - - =1 1 1 1 1 1 1
3 2  

Þ - + - - = Þ - =1 1 1 3a b a b I  
x ریشهء مشتق دوم تابع f است. یعنی = از طرفی A نقطهء عطف است، در نتیجه1-

. ¢¢ - =f ( )1 0

¢ = + +f x x ax b( ) 3 2
2  

¢¢ = + ¾ ®¾¾ ¢¢ - = - + ==-f x x a f ax( ) ( )6 2 1 6 2 0
1  

Þ = Þ = ¾ ®¾¾¾ =2 6 3 0a a bI ¢Lö  

17 -x x+ = Þ = -1 0 مجانب قائم 1  

lim
x

x
x

y
®± ¥

-
+

= Þ =2 1

1
2 2 مجانب افقی   

¢ =
+ - -

+
=

+
> Þy x x

x x
2 1 1 2 1

1

3

1

0
2 2

( ) ( )
( ) ( )

تابع همواره صعودی است.  

x
f
f

-¥ + ¥
¢ - -

+ ¥ -¥

1

2 2 

 

 محل برخورد با محورها
x

y

y

x

=

=

¾ ®¾¾ = - Þ -

¾ ®¾¾ = Þ

ì
í
ï

îï

0

0

1 0 1

1

2

1

2
0

( , )

( , )
 

 nHj¼µº  ´wn¾ ®¾¾¾   

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



41

تابع نمودار  باید  باشد،   k اگر0<  ، y f x k= +( ) نمودار برای رسم  انتقال عمودی: 
این  باید  باشد،   k <0 اما اگر ببریم.  بالا  قائم به سمت  k واحد در راستای  را   f x( )

| واحد به سمت پایین انجام دهیم. |k انتقال را به اندازهء

                                 
 در انتقال عمودی دامنهء تابع تغییری نمی کند و فقط برُد آن به اندازهء k واحد 

تغییر می کند.
f را  x( ) k باشد، باید نمودار ، اگر0< y f x k= +( ) انتقال افقی: برای رسم نمودار
k باشد، باید این انتقال را به  <0 k واحد در راستای افقی به سمت چپ ببریم. اما اگر

| واحد به سمت راست انجام دهیم. |k اندازهء

               
k واحد  اندازهء  به  تغییری نمی کند و فقط دامنهء آن  تابع  برُد  افقی  انتقال   در 

تغییر می کند.
g را با توجه به نمودار x x( ) sin( )== ++ pp

2 f و x x( ) sin== ++ 1  نمودار توابع
] رسم کنید. , ]0 2pp y با دامنهء x== sin

] را یک واحد  , ]0 2p y با دامنهء x= sin ، نمودار f x x( ) sin=  برای تابع1+
] باقی می ماند. , ]0 2p f هم چنان x( ) به سمت بالا در راستای قائم انتقال می دهیم. دامنهء

به سمت  واحد   p2 اندازهء به  را   y x= sin نمودار  ، g x x( ) sin( )= + p
2 تابع برای 

چپ در راستای افقی انتقال می دهیم.

Dg x( ) ,= -é
ëê

ù
ûú

p p
2

3

2

را  تابع  برد  و  کنید  رسم   [ , ]--2 2 دامنهء با  را   f x x( ) | |== تابع نمودار   
به  را   h x f x( ) ( )== -- 1 و  g x f x( ) ( )== -- 1 توابع نمودار  سپس  کنید.  مشخص 

کمک انتقال رسم کرده و دامنه و برد آن ها را بیابید.

  f x x( ) | |=          
x
y

- -2 1 0 1 2

2 1 0 1 2
 

       f برد = [ , ]0 2  

f را یک واحد به سمت راست در  x( ) g باید نمودار x f x( ) ( )= -1 برای رسم تابع
راستای افقی انتقال دهیم.

     
g
g f

â¾¹¶Hj
joM joM

= -
==

[ , ]
[ , ]

1 3

0 2
 

f را یک واحد به سمت پایین در  x( ) h باید نمودار x f x( ) ( )= برای رسم تابع1-
راستای قائم انتقال دهیم.

            
h f
h

â¾¹¶Hj â¾¹¶Hj
joM

= = -
= -

[ , ]
[ , ]

2 2

1 1
 

 نمودار تابع f به صورت زیر داده شده است. با انتقال های افقی و عمودی 
y را رسم کنید. f x== -- ++( )1 2 نمودار تابع

 
 باید نمودار اولیه را دو واحد به سمت بالا در راستای قائم و یک واحد به سمت 

راست در راستای افقی انتقال دهیم. 

     
kÄk] â¾¹¶Hj
kÄk]joM

= -
=
[ , ]

[ , ]
3 7

2 5
 

 k را در y f x= ( ) ، باید عرض نقاط نمودار تابع y kf x= ( ) برای رسم نمودار تابع
ضرب کنیم.

0 باشد، نمودار  1< <k k باشد، نمودار انبساط عمودی در راستای محور yها و اگر اگر1<
انقباض عمودی در راستای محور yها دارد.

              k > Þ1 ´ÄnHj Áj¼µø óIvLºH  
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         0 1< < Þk ´ÄnHj Áj¼µø ÆIL£ºH  

تابع نمودار  قرینهء   y f x= - ( ) تابع نمودار  باشد،   k = که1- حالتی  در   
y نسبت به محور xها است.  f x= ( )

] رسم کنید. , ]0 2pp y را نسبت به محور xها در بازهء x== cos  قرینهء نمودار تابع
رسم  را   y x= cos نمودار ابتدا   
به  نسبت  آن،  قرینهء  برای رسم  می کنیم، سپس 
، نمودار را نسبت  y x= -cos محور xها یعنی

به محور xها قرینه می کنیم:

به  نسبت  قرینه یابی  از  مقابل  نمودار   
به   y x== 2 تابع نمودار  انتقال  و  xها  محور 
دست آمده است. ضابطهء آن را مشخص کنید.

 

y نسبت به محور xها قرینه شده، دو واحد به سمت  x= 2  با توجه به نمودار، تابع
y است. x= - - -( )2 1

2 راست و یک واحد پایین آمده است، پس ضابطه اش به صورت

 1
k

y را در f x= ( ) ، باید طول نقاط نمودار تابع y f kx= ( ) برای رسم نمودار تابع
ضرب کنیم.

انبساط  باشد،   0 1< <k اگر و  xها  راستای محور  افقی در  انقباض  باشد،   k اگر1<
افقی در راستای محور xها داریم.

                               k >1 )انقباض(  

                    0 1< <k )انبساط(  

y نسبت به محور yها است. f x= ( ) y قرینه نمودار تابع f x= -( )  نمودار تابع
، باید  f x( ) g از روی نمودار  x af bx c d( ) ( )= + +  برای بررسی تابع 
به ترتیب c )انتقال افقی(، b )انبساط و انقباض افقی(، a )انبساط و انقباض عمودی( و در 

نهایت d )انتقال عمودی( را انجام دهیم.
y رسم کنید. x== 3 y را به کمک نمودار تابع x== -- --( )1 3  نمودار تابع

 y x= 3          
x
y

-
-
1 0 1

1 0 1
 

y را رسم کرده، سپس آن را یک واحد به سمت راست می بریم و در  x= 3 ابتدا نمودار
نهایت آن را نسبت به محور y ها قرینه می کنیم.

 Sµw ¾M keH» ¦Ä Hn nHj¼µº
.´ÃÀj Â¶ ÏI£TºH SwHn¾ ®¾¾¾¾¾¾¾    

IÀ n¼d¶ ¾M SLvº Hn nHj¼µº
.´Ã¹¨ Â¶  ¾¹Äo¤

y¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

  
y را رسم کنید. x== 2 3sin( ) ، نمودار تابع y x== sin  به کمک نمودار تابع
 ضریب 2 باعث می شود که نمودار اولیه انبساط عمودی )انبساط در راستای 
محور yها( داشته باشد، هم چنین ضریب 3 برای x باعث می شود نمودار اولیه انقباض 

افقی )در راستای محور xها( داشته باشد.

y را رسم کنید. f x== -- --( )3 f در زیر رسم شده است. نمودار x( )  نمودار 

 
 مراحل رسم: 1- نمودار را 3 واحد به سمت چپ می بریم. 2- نمودار مرحلهء 1 را 
نسبت به محور yها قرینه می کنیم. 3- نمودار مرحلهء 2 را نسبت به محور xها قرینه می کنیم.

 

1

3

â¾±eo¶
(Oa Sµw ¾M keH» )¾ ®¾¾¾¾¾¾

 

2 â¾±eo¶
IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤y¾ ®¾¾¾¾¾¾¾  

3 â¾±eo¶
IÀ n¼d¶ ¾M SLvº ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾  

 an ¹0 که  باشند  حقیقی  اعداد   a an0 1
, a ,..., و  نامنفی  عدد صحیح  یک   n اگر 

f زیر، یک تابع چندجمله ای از درجهء n نامیده می شود. x( ) آن گاه تابع 

 f x a x a x a x a x a an
n

n
n

n( ) ,= + + + + + ¹-
-

1

1

2

2

1

1

0
0  

در حالت های خاص: 
 n f x c= Þ =0 ( ) )تابع ثابت( 

 n
f x ax b
a

= Þ
= +

¹
ì
í
î

1
0

( )
)تابع خطی درجه اول( 

 n f x ax bx c
a

= Þ = + +
¹

ì
í
ï

îï
2

0

2( ) )تابع درجهء 2 سهمی( 
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 n f x ax bx cx d
a

= Þ = + + +
¹

ì
í
ï

îï
3

0

3 2( ) )تابع درجهء 3( 

 درجهء چندجمله ای زیر را مشخص کنید.
f )الف x x x( ) ( )== -- 1

2 3  

g )ب  x x( ) ( )== -- ++2 1
2  

h )پ x( ) == 3  

:x درجهء چندجمله ای یعنی بزرگ ترین توان 

 f x x x x x x x x x( ) ( ) ( )( )= - = - + = - +1 2 1 2
2 3 2 3 5 4 3 الف( 

f برابر 5 است. x( ) پس درجهء
 g x x x x x x( ) ( )= - + = - + + = - +2 1 4 4 1 4 5

2 2 2 ب( 

g برابر 2 است. x( ) پس درجهء

h برابر صفر است. x( ) پ( درجهء

تابع درجۀ٣

a را تابع درجهء  ¹0  ، f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 تابع 
تابع  سوم،  درجهء  چندجمله ای  توابع  از  یکی  می نامیم.  سوم 

f است که نمودار آن بصورت مقابل است:  x x( ) = 3

 

این تابع یک به یک است و در نتیجه وارون پذیر است. برای رسم وارون آن، نمودار اولیه 
را نسبت به نیمساز ربع اول و سوم قرینه می کنیم. 

 

رسم   y x== 3 تابع نمودار  کمک  به  را   y x x x== -- ++3 2
3 3 تابع نمودار   

کنید.
y x x x= - + - +3 2

3 3 1 1

K÷§¶ jIdUH
� ��� ���  ابتدا تابع داده شده را ساده می کنیم: 

y x= - +( )1 1
3  

واحد  یک  را  اولیه  نمودار  انتقال،  کمک  به 
به سمت راست در راستای محور xها و یک 
yها  محور  راستای  در  بالا  سمت  به  واحد 

انتقال می دهیم.

 x3 x2 و  تفاوت نمودار 
x به صورت زیر هستند:  ³1 ] و برای  , ]0 1 y در فاصلهء  x= 3 y و  x= 2 دو تابع 

با توجه به نمودار داریم: 
 x x2 3>  : [ , )0 1 در بازهء 

x x3 2>  : ( , )1 +¥ در بازهء 
x می باشد.  x2 3=  : x و در 1=

، f a f b( ) ( )£ ، داشته باشیم a b<  اگر برای هر دو نقطهء a و b از دامنهء تابع f که
آن گاه f را تابعی صعودی می نامیم. 

، f a f b( ) ( )³ ، داشته باشیم a b<  اگر برای هر دو نقطهء a و b از دامنهء تابع f که
آن گاه f تابعی نزولی است. 

 در توابع صعودی با حرکت روی نمودار از چپ به راست، رو به پایین نخواهیم 
رفت )یعنی یا نمودار ثابت است یا رو به بالا( و در توابع نزولی با حرکت روی نمودار از 

چپ به راست، رو به بالا نخواهیم رفت. )یعنی یا نمودار ثابت است یا رو به پایین(
مثال های زیر را ببینید: 

                                        
 تابع یکنوا تابعی است که در یک بازه فقط صعودی یا فقط نزولی باشد.

                
f را یک تابع ثابت می نامیم که نمودار آن یک خط افقی است.  x c( ) = تابع ثابت: تابع

تابع ثابت هم صعودی و هم نزولی می باشد.

 

می گوییم  صعودی  اکیداً  بازه،  یک  در  را   f تابع 
بازه: این  در   b و   a مقدار  دو  هر  برای  هرگاه، 
 a b f a f b< Þ <( ) ( )  

 

نزولی گوییم هرگاه،  بازه اکیداً  تابع f را در یک 
b در این بازه: a» برای هر دو مقدار

 a b f a f b< Þ >( ) ( )  

نزولی باشد، اکیداً   به تابعی که در یک بازه، فقط اکیداً صعودی یا فقط اکیداً 
یکنوا می گوییم.

 در هر بازه نوع نمودار تابع را مشخص کنید.

 

 [ , ]2 3 ] تابع ثابت، در بازهء , ]1 2 ] تابع اکیداً صعودی، در بازهء , ]-3 1  در بازهء
] تابع صعودی  , ]-3 2 ] تابع اکیداً صعودی، در بازهء  , )3 + ¥ تابع اکیداً نزولی، در بازهء

] تابع نزولی است. , ]1 3 و در بازهء 
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