
8

ریاضی )1( - پایۀ دهم

ک و تفاضل( درس اول: مفاهیم اولیۀ مجموعه )اجتماع، اشترا

معرفی مجموعه
مجموعه: یکی از مفاهیم تعریف نشده در ریاضیات است، یعنی تا به حال هیچ‌ دانشمندی نتوانسته تعریف دقیق و علمی‌ای برای مجموعه ارائه کند

برای مثال باشند،  دقیقاً مشخص شده  آن  اعضای  که  گفته می‌شود  اشیاء  از  به دسته‌ای  ریاضیات دوره متوسطۀ دوم، مجموعه  در  امّا  نشدس(.  تعریف  هم  )نقطه 
B مجموعه به حساب نمی‌آید، زیرا دقیقاً نمی‌دانیم برای بچه پول‌دار بودن چقدر پول لازم است.   = A یک مجموعه است، ولی }بچه پول‌دارهای ایران{ = { , , ,..., }1 2 3 10

A یک مجموعۀ سه  a b c= { , , کولاد می‌گذاریم. برای مثال{ مجموعه را معمولًا با حروف بزرگ انگلیسی مانند B ،A و ... نمایش می‌دهیم و اعضای آن را درون آ
 . d A∉ ، ولی d عضو آن نیست، در این حالت می نویسیم: a A∈ که مثلًا a عضو آن است و می‌نویسیم: عضوی است 

گی مهم در مجموعه‌ها که دانستن آن بر همگی واجب است: تذکر: سه ویژ
A ندارد. == { , }4 5 A هیچ فرقی با مجموعۀ == { , , , , }4 4 5 5 5 1 در مجموعه‌ها، عضوهای تکراری را یک‌بار می‌نویسیم، برای مثال مجموعۀ

 

. برای مثال: A B⊆⊆ گر تمام اعضای مجموعۀ A در مجموعۀ B هم باشد، می‌گوییم A زیرمجموعۀ B است و می‌نویسیم 2 ا
 

 A B C A C B C== == == ⇒⇒ ⊆⊆ ⊆⊆{ , } , { , } , { , , } ,1 2 2 3 1 2 4 �

} نمایش می‌دهیم. همچنین فراموش نکنید که تهی زیرمجموعۀ همۀ مجموعه‌ها است. } ∅∅ یا 3 مجموعه‌ای را که هیچ عضوی ندارد تهی می‌نامیم و با
 

} یک مجموعۀ تک عضوی است. }∅∅ } نمایش می‌دهند. )شما این‌طوری نباشید( زیرا مجموعۀ }∅∅ ∅∅ را به‌صورت  که به اشتباه بعضی‌ها هم هستند 

A را بنویسید. == ∅∅{ , ,{ , }, }1 2 3 1  زیرمجموعه‌های مجموعۀ
} ندارد )قبوله؟(. حالا هشت زیرمجموعۀ مجموعۀ A را با دقت ببینید: , ,{ , }}1 2 3∅  مجموعۀ A هیچ فرقی با مجموعۀ

 A A A A A A A1 2 3 4 5 6 71 2 3 1 1 2 3= ∅ = = ∅ = = ∅ = = ∅, { } , { } , {{ , }} , { , } , { ,{ , }} , { ,{{ , }} , { , ,{ , }}2 3 1 2 38A = ∅ �
که در این مجموعه، تهی هم عضو و هم زیرمجموعۀ A است. جالب است بدانید 

گزینه نادرست است؟ کدام  B باشند،  a b== { ,{ }} A و a b b== { , ,{ }} گر  ا
 ∅ ⊆ −A B 	 B A∈ 	 { }b A⊆ 	 B A⊆

گزینه‌ها می‌پردازیم:  به بررسی 
  B است.  A⊆ گزینۀ »1«: با توجه به این‌که همۀ اعضای B درون A هستند، پس

  } می‌باشد. }b A⊆ گزینۀ »2«: مجموعۀ A عضوی به نام b دارد، پس حتماً
در  باید   { ,{ }}a b مجموعۀ خود  دقیقاً  باشد،   A از  عضوی  بخواهد   B a b= { ,{ }} مجموعۀ گر  ا که  باشید  داشته  دقت  است.  نادرست  گزینه  این   :»3« گزینۀ 

 } نداره( ,{ }}a b a هیچ ربطی به b,{ که به وضوح این عضو در A حضور ندارد. )میدونی که{ مجموعۀ A باشد 
  گزینۀ »4«: تهی زیرمجموعۀ همۀ مجموعه‌ها است. )تاامااام(

گزاره‌های زیر درست هستند؟ B باشند، چه تعداد از  == {{ }, }1 1 A و == { , , }112 گر  ا
ب( تعداد زیرمجموعه‌های مجموعۀ A برابر 8 است. الف( تعداد اعضای این دو مجموعه برابر است.	

ت( دوتا از زیرمجموعه‌های مجموعه‌ A و B یکسان هستند. } هم عضو و هم زیرمجموعۀ B است.	 }1 پ(
4 	3 	2 	1 

A است و همچنین زیرمجموعه‌های دو مجموعۀ  = { , }1 2 گزاره‌ها باید بگوییم مجموعۀ A یک مجموعۀ دو عضوی به‌صورت  قبل از بررسی تک‌تک 
A و B به‌صورت زیر می‌باشند:

 A A A A A= = ∅ = = ={ , } ; , { } , { } , { , }1 2 1 2 1 21 2 3 4 �B B B B B= = ∅ = = ={{ }, } ; , {{ }} , { } , {{ }, }1 1 1 1 1 11 2 3 4

گزینۀ »3« می‌باشد. گزارۀ )ب( نادرست است، پس پاسخ تست  گزاره‌های )الف(، )پ( و )ت( همگی درست هستند و فقط  حالا خیلی راحت می‌توان گفت 

2n است.   تعداد زیرمجموعه‌های یک مجموعۀ n عضوی برابر

2 تا زیرمجموعه دارد. )باورت نمیشه بشین بنویسشون!!( 164 == ، A == { , , , }1 2 3 4 مثلًا مجموعۀ

تست‌های مربوط به این درسنامه: 1 تا 10
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گزینه همواره درست است؟ کدام  A باشد،  ⊆⊆ � � و گر مجموعۀ مرجع  ا

A′ متناهی است. A نامتناهی باشد، گر A′ متناهی است.	 ا A متناهی باشد، گر  ا

A′ نامتناهی است. A متناهی باشد، گر A′ نامتناهی است.	 ا A نامتناهی باشد، گر  ا

گزینه‌ها می‌پردازیم:  به بررسی 

 A′ نامتناهی می‌شود. گر از مجموعۀ نامتناهی� تعداد متناهی عضو حذف شود، که ا گزینۀ »1«: نادرست است. دلیلش هم این است 

 که هر دو نامتناهی هستند. A′ مجموعۀ اعداد فرد می‌شود  A مجموعۀ اعداد زوج باشد، گر گزینۀ »2«: نادرست است. برای مثال ا

 که متناهی است. ′ می‌شود  =A { }1 A باشد، = −{..., , , , ,...}10 2 3 گر گزینۀ »3«: نادرست است. ا

 گزینۀ »4«: درست است.

خواص متمم

همه‌چی«،  می‌شود  هیچی  برعکس  و  هیچی  می‌شود  همه‌چی،  »برعکس  کنید،  دقت  مقابل  عبارت  به  شوید  متوجه  خوب  خیلی  را  قسمت  این  اینکه  برای 

که برای درک بهترشان حتماً باید سراغ نمودار ون برویم: . این هم چند رابطۀ دیگر  ′∅ = U ′ و = ∅U بنابراین یعنی

 ( ) , , ,′ ′ = ′ = ∅ ′ = − ′ =A A A A A A U A A A∩ ∪ �

که به‌کمک آن‌ها حل تست‌ها خیلی ساده‌تر می‌شود: در آخر هم چندتا رابطه 

1
 

 A B A B A A B− = ′ = −∩ ∩( ) )تفاضل( 	 2
 

 A B B A⊆ ⇒ ′ ⊆ ′ 	

 3
 

 ( ) , ( )A B A B A B A B∪ ∩ ∩ ∪′ = ′ ′ ′ = ′ ′ گفته می‌شود )کارش اینه که همه‌چیو برعکس میکنه(.� گی قانون دمورگان  به این ویژ

 4
 

 A A B A B A A B A B∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪( ) , ( )′ = ′ = گفته می‌شود.� به این دو تساوی هم قوانین شبه‌جذب 

A′′ را به‌دست آورید. B∪ و ′′ ′′A B∩ Bباشند، هر یک از مجموعه‌های == { , , , , }3 4 5 6 7 A و == { , , , }1 2 3 4 ،U == { , , , , }1 2 3 10… گر  ا

B′ به‌صورت زیر می‌باشند: A′ و U است، پس = { , , , , }1 2 3 10… با توجه به این‌که

′ = − =A U A { , , , , , }5 6 7 8 9 10 و  ′ = − =B U B { , , , , }1 2 8 9 10 �

A′ را به‌ترتیب به‌دست می‌آوریم. ببینید: B∪ و ′ ′A B∩ در نتیجه خواستۀ مسئله، یعنی مجموعه‌های

′ ′ = =A B∩ ∩{ , , , , , } { , , , , } { , , }5 6 7 8 9 10 1 2 8 9 10 8 9 10 �

′ = =A B∪ ∪{ , , , , , } { , , , , } { , , , , , , , }5 6 7 8 9 10 3 4 5 6 7 3 4 5 6 7 8 9 10 �

) را به‌دست آورید. )A B∩ ′′ ′′ A باشند، آنگاه مجموعۀ x x== >>{ | }5 B و x x== ≤≤{ | }4 ، U == � گر  ا

ک آن را با A به‌دست آوریم. بعد در آخر متمم این مجموعه  کنیم و اشترا یعنی متمم مجموعۀ B را پیدا  ′B که  روش مستقیم حل مسئله این است 

) است، پس باید متمم A را به‌دست  )A B A B∩ ∪′ ′ = ′ � را پیدا کنیم. بیایید و از راه بهتری به نام دمورگان مسئله را حل کنیم. دمورگان می‌گوید که نسبت به

کنیم. ببینید: آوریم و سپس اجتماع آن با B را پیدا 

′ = − = − > = = ⇒ ′ =A A x x B� � ∪ ∪{ | } { , , , , }, { , , , } A B { , , , , }5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 1 2 3 4 5 {{ , , , } { , , , , }1 2 3 4 1 2 3 4 5= �

) را به‌دست آورید. )B A B−− ′′ −−  متمم مجموعۀ

تفاضل  هم  باز  و  دمورگان  گی  ویژ از  استفاده  با  همچنین  و   B A B A− = ′∩ که می‌دانیم  تفاضل  از  می‌کنیم.  ساده‌تر  را  داده‌شده  مجموعۀ  اول   

 ( ) ( )B A B B A B∩ ∪ ∩′ ′ − = ′ ′ می‌توان نوشت:�

. در نهایت خواستۀ مسئله متمم این مجموعه است، یعنی: ′B ′ می‌نویسیم ′B B A∩ ∪( ) خاصیت جذب را که به‌خاطر دارید؟ به‌کمک جذب به‌جای مجموعۀ

 ( )′ ′ =B B �

تست‌های مربوط به این درسنامه: 65 تا 89
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A چه عضوهایی دارد؟ B A−− ′′ −−( )  با توجه به نمودار ون مقابل، مجموعۀ
پس می‌باشند،   U = { , , , }12 11… و  B = { , , , }3 5 6 7 ،A = { , , , }12 3 4 داده‌شده نمودار  مطابق  اول:  روش   

A می‌توان نوشت: B A− ′ −( ) ′ و با جای‌گذاری مجموعه‌های به‌دست آمده در =B { , , , , , , }12 4 8 9 1011

 { , , , } ({ , , , , , , } { , , ,

{ , , , }

1 2 3 4 1 2 4 8 9 1011 1 2 3 4
8 91011

− −� ����� ������ }) { , , , }= =1 2 3 4 A �

A B A A B A A B A A B A A− ′− = − ′ ′ = ′ ′ ′ =( ) ( ) ( ) ( )∩ ∩ ∩ ∩ ∪'''''' ''''
·I¬n¼¶j Jm]

{{ , , , }12 3 4 روش دوم: به کمک ویژگی‌های گفته شده در مورد مجموعه‌ها می‌توان نوشت:�

کدام است؟ ′′ باشد، مجموعۀ مرجع  ′′ == −− −−A B∩ ∪[ , ) [ , )2 1 7 9 B و == −−[ , )1 7 ،A == −−[ , ]15 گر  ا
 [ , ]−2 9 	 ( , ]−2 9 	 [ , )−2 9 	 ( , )−2 9  

A را به کمک محور مقابل تعیین می‌کنیم:� B∪ B است، ابتدا = −[ , )1 7 A و = −[ , ]1 5  با توجه به این‌که

 A B∪ ∪= − − = −[ , ) [ , ) [ , )1 5 1 7 1 7 �

] باشد. حالا  , ) [ , )− −2 1 7 9∪ ] برابر , )−1 7 ′ است، پس مجموعۀ مرجع را به گونه‌ای انتخاب می‌کنیم که متمم ′ = ′A B A B∩ ∪( ) از طرفی مطابق قاعدۀ دمورگان،
با توجه به این‌که اجتماع یک مجموعه و متمم آن برابر با مجموعۀ مرجع است، مجموعۀ مرجع را تعیین می‌کنیم:

 U [ , ) [ , ) [ , ) [ , )= − − − = −1 7 2 1 7 9 2 9∪ ∪ �
A باشد، آنگاه  . B A B∪ ( )−− == گر  ا

 B = ∅ 	 A B⊆ ′ 	 B A⊆ 	 A B⊆

 A B A A B A A B B∪ ∪ ∩ ∪( ) ( )− = ′ = = گی شبه‌جذب می‌توان نوشت:� B است، حالا به‌کمک ویژ A∩ ′ B همان A−  مجموعۀ
. ( )A B⊆ B است A زیرمجموعه‌ای از B شود، یعنی A برابر B∪ از طرفی وقتی
کدام است؟  ( ) (( ) )B A B A A∪ ∩ ∩−− ′′ ′′  حاصل عبارت

 A B− 	 B 	 B A− 	 ∅
. پس داریم: ′B A∪ ، می‌نویسیم ( )B A∩ ′ ′ B است. حالا به‌کمک قانون دمورگان به‌جای A∩ ′ B برابر A−  روش اول:

 ( ) (( ) ) ( ) ( )B A B A A B A A B∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∩′ ′ ′ ′''''''''''' ''''''''''
Jm] ¾L{

''
·I¬n¼¶j

( ) ( )B A A B∪ ∩ ∪ ′ = ∅ �
روش دوم: به کمک نمودار مقابل، داریم:

( ) (( ) ) ({ , } { , }) ({ } { , })B A B A A∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩− ′ ′ = ′2 3 1 2 3 3 4 �

''''''''''''''
{ } { , , }

{ , , } ({ , , } { , }) { , , }
3 12 4

1 2 3 1 2 4 3 4 1 2 3
′=

=∩ ∩ ∩{{ }4 = ∅ �
این هم یک تست بامزه!

کدام است؟  (B ) (A B)′′ ′′∩ ∩ ∪A B باشد، متمم مجموعۀ A B−− == گر  برای دو مجموعۀ A و B، ا
 U 	 ∅ 	 ′A 	A 

 B A B A B− = −( )∩  مطابق آنچه از جبر مجموعه‌ها آموختیم می‌توان نوشت:�
B′ و A∩ A و A و B دو مجموعۀ جدا از هم هستند. حالا هر یک از عبارات B∩ = ∅ طبق فرض مسئله این مجموعه برابر B است، در نتیجه می‌توان گفت که

A′ را به‌دست می‌آوریم: B∪

′ = ′ = −B A A B A B A
B A

∩ ∩ '''''''''''''''
´À pH Hk]  » 

   �

′A B∪ : �

که متمم آن برابر با مجموعۀ U می‌باشد.  ) است  ) ( )′ ′ = ′ = ∅B A A B A A∩ ∩ ∪ ∩ پس خواستۀ مسئله، یعنی
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تست‌های درس سوم

مجموعه‌های متناهی و نامتناهی

51 از بین مجموعه‌های زیر چه تعداد متناهی هستند؟
 

کرۀ زمین ب( مجموعۀ تمامی مورچه‌های  گویای بین دو عدد 1 و 2	 الف( مجموعۀ اعداد 

ت( مجموعۀ تمامی دایره‌ها به مرکز مبدأ مختصات 	 y x== پ( مجموعۀ تمام خطوط موازی با خط

کرۀ زمین ث( مجموعۀ اتم‌های موجود در 

4 	3 	2 	1 

B مجموعۀ اعداد طبیعی فرد باشند، کدام‌یک از مجموعه‌های زیر متناهی است؟ A مجموعۀ اعداد اول و گر 52 ا
 

A B− 	B A− 	A B∩ 	A B∪

B مفروض باشند، کدام‌یک از مجموعه‌های زیر متناهی است؟ x x== ∈∈{ | }
4

� A و x x== ∈∈{ | }4 � گر مجموعه‌های 53 ا
 

 A B∪ 	 A B∩ 	 B A− 	 A B−

B، در این صورت کدام مجموعۀ زیر نامتناهی است؟ x x== ∈∈ −− >>{ | }� 1 0 A و x x x== ∈∈ −− ≤≤ <<{ | }� 3 2 6 گر 54 ا
 

 A −� 	 � −B 	 A B∩ 	 A B−

 متناهی است؟
ً
B دو مجموعۀ نامتناهی باشند، چه تعداد از مجموعه‌های زیر قطعا A و گر 55 ا

 

 A B∪ پ( 	 A B∩ ب( 	A B−− الف(

 صفر	 1	 2	 3

گزینه نادرست است؟ A مجموعه‌ای متناهی باشد، کدام  گر 56 ا
 

B حتماً نامتناهی است. A− A باشد، B⊆ گر A حتماً متناهی است.	 ا B∪ B باشد، A⊆ گر  ا

A ممکن است متناهی باشد. B∪ A باشد، B⊆ گر B حتماً متناهی است.	 ا A− B باشد، A⊆ گر  ا

ک دو مجموعۀ A و B، غیرتهی و به‌ترتیب نامتناهی و متناهی باشند؟ ، مجموعۀ B کدام باشد تا اجتماع و اشترا A x x== ∈∈ ≤≤{ | }� 4 گر 57 ا
 

 B = ∈ + ≤{x | x }� 2 2 	 B x= ∈ ≤ + ≤{x | }� 4 1 5 	 B = ∈ − < <{x | x }� 1 1 	 B x W x= ∈ + ≤{ | }2 5

گزینه همواره بی‌پایان است؟ A و A متناهی و B نامتناهی باشند، کدام  B, ⊆⊆ � گر 58 ا
 

 (A B)∪ ′ 	 A B∪ ′ 	 A B− 	 (A B)∩ ′

 متناهی است؟
ً
� متناهی و ناتهی باشد، کدام مجموعۀ زیر حتما −− A گر A مجموعۀ دلخواه و 59 ا

 

� 	 هیچ‌کدام �− −( )A 	 � �− −( )A 	 A −�

مجموعۀ مرجع و متمم یک مجموعه

) چند  )′′ ′′ ′′A B C∩ ∪ C مفروض باشند، مجموعۀ == { , , , }1 4 7 8 B و == { , , }3 4 5 ، A == { , , }1 2 3 U مجموعۀ مرجع و مجموعه‌های == { , , ..., }1 2 9 گر 60 ا
 

عضو دارد؟

8 	7 	6 	5 

) کدام است؟ )� ∩�−− ′′ ′′W گر مجموعۀ اعداد صحیح را به‌عنوان مجموعۀ مرجع در نظر بگیریم، حاصل 61 ا
 

 ∅ 	 { }0 	 � 	 �

A کدام است؟ == ++ −− << ≤≤{ x | x }2 1 1 3 � مجموعه مرجع باشد، متمم مجموعۀ گر 62 ا
 

 ( , ) [ , )−∞ − +∞1 7∪ 	 ( , ) [ , )−∞ +∞1 7∪ 	 ( , ] ( , )−∞ − +∞1 7∪ 	 ( , ] ( , )−∞ +∞1 7∪

B) شامل چند عدد صحیح است؟ A ) C−− ′′ ∩ C باشند، x== ≤≤ ≤≤{x | }1
2

2 B و == ≤≤{ x | x }2 5 ، A == ++∞∞[ , )2 ،U == ++∞∞( , )0 گر مجموعۀ مرجع به‌صورت 63 ا
 

5 	4 	3 	2 
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که دانستن آن‌ها برای حل تست‌های این بخش الزامی است: جدول زیر شامل توضیحات و فرمول‌هایی است 

فرمولتوضیح

B قرار دارند. A یا n تعداد اعضایی که حداقل در یکی از دو مجموعۀ A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + − �

A قرار دارند. که فقط در n تعداد اعضایی  A B n A n A B( ) ( ) ( )− = − ∩ �

که در A قرار ندارند. nتعداد اعضایی  A n U n A( ) ( ) ( )′ = − �

B قرار دارند. A یا که فقط در یکی از دو مجموعۀ nتعداد اعضایی  A B n B A n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − = + −2 ∩ �

B قرار ندارند. A و که در هیچ یک از دو مجموعۀ nتعداد اعضایی  A B n A B n U n A B( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′ = −∩ ∪ ∪''''''
·I¬n¼¶j

�

تذکر: یکی از راه‌های خوب در حل تست‌های این بخش، استفاده از نمودار وِن است. توصیه می‌کنیم به این روش خیلی مسلط شوید.
 در یک کلاس 30 نفری، 17 نفر در تیم والیبال و 21 نفر در تیم فوتبال هستند. 5 نفر هم هستند که در هیچ‌کدام از دو تیم نیستند. چند نفر 

عضو هر دو تیم‌اند؟

. از طرفی تعداد اعضای دانش‌آموزان  n B( ) = n و21 A( ) =17 B نمایش می‌دهیم، پس A و فوتبالیست‌ها را با  روش اول: والیبالیست‌های کلاس را با
n می‌باشد، پس داریم: A B( )∪ = − =30 5 25 n برابر 30 است و چون 5 نفر در هیچ‌کدام از دو تیم نیستند، پس U( کلاس یعنی همان(

 n A B n A n B n A B n A B n A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩ ∩ ∩= + − ⇒ = + − ⇒ = − =25 17 21 38 25 13 �

که در هر دو  روش دوم: این مدل مثال‌ها به‌کمک نمودار ون هم قابل حل است. خواستۀ مسئله تعداد افرادی است 
n است، پس   A B( )∪ = 25 گفتیم که x می‌گیریم، همچنین در روش اول  رشته فعالیت می‌کنند، پس تعدادشان را

به کمک نمودار وِن مقابل می‌توان نوشت:

( ) ( ) ( )17 21 25 38 25 13− + + − = ⇒ − = ⇒ =x x x x x �

تعداد اعضای دو مجموعۀ جدا از هم

کی با هم نداشته باشند، که شکل آن به‌صورت مقابل است: گویند، هرگاه اشترا B را جدا از هم  A و دو مجموعۀ

 A B n A B∩ ∩= ∅ ⇒ =( ) 0 �

B می‌توان نوشت: A و در نتیجه برای دو مجموعۀ جدا از هم

n A B n A n B n A B n A B n A n B n A B n A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (∪ ∩��� �� ∪= + − ⇒ = + − =
0

 » )) ( ) ( ) ( )− ⇒ − =n A B n A B n A∩��� ��
0

گر 6 نفر از  آن‌ها در امور هنری فعالیت می‌کنند. ا آن‌ها در امور ورزشی و 10 نفر از   در یک ساختمان 40 نفر زندگی می‌کنند. 25 نفر از 

کنند، چند نفر فقط در امور ورزشی فعال‌اند؟ کنین این ساختمان نه در امور هنری و نه در امور ورزشی فعالیت  سا

24 	22 	21 	20 

کن  . همچنین از بین 40 نفر سا n B( ) =10 n و A( ) = 25 B نمایش می‌دهیم، پس A و  روش اول: فعالان در امور ورزشی و هنری را به ترتیب با
باید تعداد  امور ورزشی هستند  که فقط در  کسانی  کردن  برای پیدا  . حالا  n A B( )∪ = − =40 6 B نیستند، پس34 A و امور از  نفر در هیچ‌یک  ساختمان 6 

A را به‌دست آوریم، پس می‌توان نوشت: B− اعضای مجموعه

 n A B n A n B n A B n A B( ) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩ ∩= + − ⇒ = + −34 25 10 ⇒ = − =n A B( )∩ 35 34 1 ⇒ − = − = − =n A B n A n A B( ) ( ) ( )∩ 25 1 24 �

x است، می‌توان نوشت: که در هر دو امور فعال‌اند، کسانی  روش دوم: به ‌کمک نمودار ون و با فرض آن‌که تعداد 

 ( ) ( ) ( )25 10 34 35 34 1− + + − = ⇒ − = ⇒ =x x x x x �

 25 25 1 24− = − =x ، تعداد کسانی ‌که فقط در امور ورزشی‌اند، برابر است با:� در نهایت با توجه به نمودار
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درس اول: نسبت‌های مثلثاتی

نسبت‌های مثلثاتی

با شنیدن اسم این فصل یعنی مثلثات، حتماً به یاد مثلث می‌افتیم. کل بدبختی‌هایمان  در این فصل از یک مثلث قائم‌الزاویه شروع می‌شود.

، مثلثات خیلی حائز اهمیت است و علاوه بر تست‌های خودش با فصل‌های دیگر هم ترکیب می‌شود! کنکور که در  راستی یادتان باشد 

α رابطه‌های زیر برقرار هستند: در مثلث قائم‌الزاویۀ ABC، برای زاویۀ حادۀ

)سینوسِ آلفا( sinα = =
®MI£¶Í±ò

oU»
b
a

                        
cosα )کسینوسِ آلفا( = =

n»I\¶ Í±ò
oU»

c

a
�

tanα )تانژانتِ آلفا( = =
®MI£¶ Í±ò
n»I\¶ Í±ò

b

c
                  

cotα )کتانژانتِ آلفا( = =
n»I\¶ Í±ò
®MI£¶ Í±ò

c

b
�

و  tan sin

cos
α α

α= که کنیم  ثابت  می‌توانیم  همچنین  )قبوله؟(  یکدیگر هستند  معکوس   cotα و  tanα که می‌شویم  متوجه  بالا  نسبت‌های  به  دقت  کمی  با 

cot است. اثباتش را هم ببینید: cos

sin
α α

α=

 sin
cos

tan ,
α
α α= = =

®MI£¶Í±ò
oU»

n»I\¶ Í±ò
oU»

®MI£¶Í±ò
n»I\¶ Í±ò

cos

sin
cot

α
α α= = =

n»I\¶ Í±ò
oU»

®MI£¶Í±ò
oU»

n»I\¶ Í±ò
®MI£¶Í±ò �

cotα می‌باشد. = 4
3
tanα و در نتیجه = =

3
5
4
5

3
4
cosα باشند، = 4

5
sinα و = 3

5
گر مثلًا ا

کنید که جلوتر بدجوری به درد می‌خورد: کار این سه فرمول را با دقت حفظ  نتیجه: همین اول 

tan
sin
cos

, cot
cos
sin

, tan
cot

α α
α α α

α α α= = = 1 �

tan را به‌دست آورید. cot
cos sin
A B
A B

� �
� �
++
++

 در شکل مقابل، حاصل

 قبل از هرکاری به کمک قضیۀ فیثاغورس،‌ اندازۀ ضلع BC را به‌دست می‌آوریم:

AB AC BC BC BC BC2 2 2 2 2 2 213 5 169 25 144 12= + ⇒ = + ⇒ = − = ⇒ =( ) ( ) �

گفته‌ شده در مورد نسبت‌های مثلثاتی، حاصل عبارت خواسته شده را پیدا می‌کنیم: حالا طبق مطالب 

 tan , cotA
BC
AC

B
BC
AC

� �= = = =12
5

12
5

�cos , sinA
AC
AB

B
AC
AB

� �= = = =5
13

5
13

	

در نهایت می‌توان نوشت:
tan cot

cos sin

A B

A B

� �
� �

+
+

=
+

+
= = =

12
5

12
5

5
13

5
13

24
5
10
13

312
50

156
25

�

کدام است؟  sin cosαα αα++  در شکل زیر

 3 5
5

		 2 5
5

 5
5

		  4 5
5

تست‌های مربوط به این درسنامه: 317 تا 332
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فرمول‌های مثلثاتی

که در حل تست‌ها به آن‌ها نیاز می‌شود را برایتان بیاوریم. فرمول‌های مهم‌تر را هم اثبات می‌کنیم: در اینجا می‌خواهیم همۀ فرمول‌های مثلثاتی 

1
 

 sin cos
sin cos

cos sin

2 2
2 2

2 2
1

1

1
α α

α α

α α
+ =

= −

= −
	 2

 

 
tan

sin
cos

cot
cos
sin

tan cot

α α
α

α α
α

α α
=

=
× =1 	

3
 

 1 12
2+ =tan

cos
α

α
	 4

 

 1 12
2+ =cot

sin
α

α
	

sin بلد باشید که خالی از لطف نیست: cos2 2 1α α+ = اثبات موارد )3( و )4( بالا را هم به کمک فرمول اصلی یعنی

sin :اثبات )3( cos
sin

cos

cos

cos cos
tancos2 2

2

2

2

2

1

2
21 12

α α α
α

α
α α

α+ =  → + = ⇒÷ αα
α

α
α

+ = ⇒ + =1 1 1 1
2

2
2cos

tan
cos

 �

sin :اثبات )4( cos
sin

sin

cos

sin sin
cosin2 2

2

2

1
2

2 21 1 1
2

α α α
α

α
α α

α+ =  → + = ⇒ +÷ tt
sin

2
2
1α

α
=  �

کدام است؟  cosαα αα در ناحیۀ دوم باشد، cotαα و == −− 1
4

گر  ا

 − 17
17

	 − 15
17

	 − 13
17

	 − 11
17

1 است، پس داریم: 12
2+ =cot

sin
α

α
 روش اول: می‌دانیم

 1 1 1 1
4

1 1 1
16

1 12
2

1
4 2

2 2+ =  → + − = ⇒ + = ⇒
=−

cot
sin

( )
sin sin

cot
α

α α α

α 77
16

1
2=

sin α
�

 ⇒ = ⇒ = ±  → =sin sin sin2 16
17

4
17

4
17

α α αα³»j ¾ÃeIº nj �

cosα را پیدا می‌کنیم، ببینید: ، به راحتی sin cos2 2 1α α+ = گرفتن از فرمول حالا با کمک 

 sin cos ( ) cos cos
sin

2 2
4
17 2 2 21 4

17
1 16

17
1α α α α

α
+ =  → + = ⇒ + =

=
�

 ⇒ = ⇒ = ±  → = −cos cos cos2 1
17

17
17

17
17

α α αα³»j ¾ÃeIº nj �

cotα است، می‌توان نوشت: = − 1
4
روش دوم: یک مثلث قائم‌الزاویه به شکل مقابل در نظر می‌گیریم و با توجه به این‌که

 x x x
x

2 2 2 21 4 17 17 1 1
17

17
17

17
17

= + ⇒ = ⇒ = ⇒ = = = × =( ) ( ) cosα
n»I\¶ Í±ò

oU» �

cosα می‌باشد. = − 17
17

α در ناحیۀ دوم است، پس حواستان باشد که

کدام است؟  ( tan )( cot )
sin cos

1 1

1

2 2

2 4
++ ++
−− −−

x x
x x

 حاصل عبارت

 (
sin cos

)
1 4
x x

	 (
sin cos

)
1 2
x x

	 tan4x 	 cot4x

cos می‌توان نوشت:  sin2 21x x= − 1 و 12
2

+ =cot
sin

x
x
،1 12

2+ =tan
cos

x
x
 روش اول: با استفاده از اتحادهای

   ( tan )( cot )

( sin ) cos

(
cos

)(
sin

)

cos co

1 1

1

1 1
2 2

2 4

2 2

2
+ +
− −

=
−

x x

x x

x x

x ss

(
cos

)(
sin

)

cos ( cos )4

2 2

2 2

1 1

1x

x x

x x
=

−
= = =
(
cos

)(
sin

)

cos (sin ) sin cos
(
sin cos

)

1 1
1 12 2

2 2 4 4
4x x

x x x x x x
 �

تست‌های مربوط به این درسنامه: 432 تا 461
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تست‌های درس اول

ریشۀ n اُم

گزینه به‌درستی محاسبه نشده است؟ 527 کدام 
 

 1024 165 4= 	 1
8

1
4

3 = 	 256 44 = 	 − = −32 25

2 کدام است؟ 96 6433 −− −− −− 528 مقدار
 

 −5 	 −4 	 −3 	 −2

0 کدام است؟ 054 1
32

53 / −− 529 مقدار
 

 0 3/ 	 −0 3/ 	 0 2/ 	 −0 2/

گزینه نادرست است؟ 530 کدام 
 

که قرینۀ هم هستند. 2 دو ریشۀ دوم دارد   ریشه‌های چهارم عدد 16 به اندازۀ 4 واحد با هم اختلاف دارند.	 عدد

− یک ریشه سوم منفی دارد. 2 5− باشد.	 عدد 6254 باشد، a می‌تواند 5 یا = a گر  ا

)برگرفته از کتاب درسی( ، ریشۀ چهارم ندارد؟� 531 کدام عدد زیر
 

π π

π π

−

+
3

3

	− +32
32

3

5 π
π 	 2

24− +π
	 π

π3
3−

)برگرفته از کتاب درسی( 28 است؟� 16 3−− 532 کدام عدد ریشۀ چهارم
 

2 13− 	2 3− 	1 3− 	1 2−  

a باشد، ریشۀ پنجم b کدام است؟ b3 35== گر 533 ا
 

a 	 a10 	a5 	 a5  

تعیین حدود ریشۀ n اُم

)برگرفته از کتاب درسی( گزینه همیشه درست است؟� 534 کدام 
 

m− هم ریشۀ مرتبه دوم n است. گر m ریشۀ مرتبه دوم n باشد،    هر عدد نامنفی، دو ریشۀ دوم مختلف دارد.	 ا

3 است.	 ریشۀ سوم عدد 102 بین دو عدد 3 و 4 است. 2− ، عدد 5 2 6−  تنها ریشۀ دوم عدد

535 کدام عدد بین دو عدد صحیح 2 و 3 قرار ندارد؟
 

 355 	 144 	 213 	 7

2003 بین دو عدد صحیح متوالی قرار دارد. مجموع این دو عدد کدام است؟ 536 عدد
 

13 	11 	9 	7 

k باشد، k کدام است؟ k<< −− << ++120 14 گر k یک عدد صحیح باشد و 537 ا
 

 −5 	 −4 	 −3 	 −2

)برگرفته از کتاب درسی( 70−− به کدام عدد نزدیک‌تر است؟� 538 ریشۀ پنجم عدد
 

−4 	−1 	−3 	−2  

)برگرفته از کتاب درسی( گزینه نادرست است؟� ، کدام  539 با توجه به شکل زیر
 

B 		 A  

D 		 C 

−− بین دو عدد صحیح متوالی قرار می‌گیرد. مجموع این دو عدد صحیح کدام است؟ 2003  540
 

 −7 	 −5 	 −9 	 −3
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فصل سوم: توان‌های گویا و عبارت‌های جبری

a کدام است؟ 
a a a

a

6

2
2

1
1 1 1

++

++ ++ −−( )( )
662 حاصل عبارت

 

 a5 	 a3 	 a2 	 a6

x کدام است؟
x
3 8
2 4

++
++

x باشد، حاصل x== ++2 1 1( ) گر 663 ا
 

5 	4 	3 	2 

y کدام است؟ y
x x

2

2
1

1

++ ++
++ ++

x باشد، حاصل y3 3 2 0++ −− == گر 664 ا
 

 1
1

−
−
x

y
	 x
y

−
−
1
1

	 − x
y

	 x
y

اتحاد جمله مشترک

) کدام است؟ )( )( )( )x x x x−− ++ ++ ++2 1 4 7 x باشد، حاصل x2 5 1++ == گر 665 ا
 

 70 	65 	 −70 	 −65

) کدام است؟ )( )( )( )x x x x−− −− −− ++5 3 1 1 x باشد، حاصل x++ ==2 4 گر 666 ا
 

 −7 	 −6 	 −5 	 −3

این هم سه تا تست از اتحاد‌های فرعی‌تر
a کدام است؟  b c−− −− −−++ ++1 1 1 a باشند، حاصل b c2 2 2 17++ ++ == abc و == 12 ، a b c++ ++ == 7 گر c ا b و ، a 667 برای سه عدد

 

 4
3

	1 	3 	 2 5/

abc کدام است؟
b
ac

c
ab

2 2 2
++ ++ گر b ،a و c سه عدد مخالف صفر باشند که مجموعشان برابر صفر است، مقدار عبارت 668 ا

 

 −1 	4 	3 	2 
، ضریب چند تا از عبارت‌ها فرد است؟  ( )1 2 3 42 3 2++ ++ ++x x x 669 پس از بسط دادن عبارت

 

5 	2 	9 	12 

تجزیه

x کدام عامل وجود ندارد؟ x x3 25 4−− ++ 670 در تجزیۀ عبارت
 

  x −4 	 x −2 	 x −1 	x 
x کدام عامل وجود ندارد؟ x5 16−− 671 در تجزیۀ عبارت

 

 x2 4+ 	 x2 2+ 	 x +2 	 x −2

، کدام عامل وجود ندارد؟ x x x5 35 36−− −− 672 در تجزیۀ عبارت
 

 x −9 	 x +3 	 x −3 	 x2 4+

x باشد، AB کدام است؟ )A و B برحسب x هستند.( x A B2 231 1 1++ == ++ ++ ++( )( ) گر 673 ا
 

 −x2 	 x2 	 −x 	x 
2 کدام عامل وجود دارد؟ 3 12x x++ ++ 674 در تجزیۀ عبارت

 

 x −2 	 2 1x + 	 2 1x − 	 x −1

)آزمون‌های گاج( x4 کدام عامل وجود دارد؟� 64++ 675 در تجزیۀ عبارت
 

 x x2 4 4+ + 	 x x2 4 8+ + 	 x2 8− 	 x2 8+

x کدام عامل وجود ندارد؟ x x4 32 2++ −− −− 676 در تجزیۀ عبارت
 

 x x2 1− + 	 x x2 1+ + 	 x +2 	 x −1
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فصل چهارم: معادله‌ها و  نامعادله‌ها

، ببینید:  − =∆
4

1a البته اینجوری هم قابل محاسبه است که

 y
a

m m

m
m m

m
m m

m

m m
S = − = − − − − −

− = − −
− = − = −∆

4
4 2 2

4 2
16
8

16
8

162 2 2( ) ( )( )

( )

( ))

8
16
8

16
8

1 16 8 24
1

m

m m
m m

yS= −  → − = ⇒ − = ⇒ == �

. ، تنها می‌تواند در رأس سهمی به سهمی مماس ‌شود و لاغیر y k= نتیجه: خط افقی

ظاهر جدید سهمی

که  y نمایش دهیم. اتفاق جالب و خوب در این حالت این است  a h== −− ++(x k)2 y را می‌توانیم به شکل ax bx c== ++ ++2 با استفاده از اتحاد مربع دو جمله‌ای، سهمی

S می‌باشد. k h( , ) رأس سهمی به صورت

h می‌باشد. == −−2 k و == 1  ، y a x k h== −− ++( )2 که با توجه به رابطۀ )S است، چرا  , )1 2−− y برابر با x== −− −− −−2 1 22( ) برای مثال، رأس سهمی

این هم نمودارش:

y به‌دست می‌آید. == −− −− == −−2 2 4 ، عرض از مبدأ سهمی برابر x == 0 که با قرار دادن کنید  توجه 

کدام ناحیه‌ها نمی‌گذرد؟ y از  x== −− ++ ++( )1 22  نمودار سهمی

 اول	 دوم	 سوم	 از همۀ ناحیه‌ها می‌گذرد

h هستند،  = 2 k و = −1 ، a = y متوجه می‌شویم که1− a x k h= − +( )2 y با x= − + +( )1 22  با مطابقت دادن

)S می‌باشد. نمودار این سهمی به صورت مقابل می‌باشد: , )−1 2 پس دهانۀ سهمی رو به پایین است و رأس آن

را در نقطه‌ای به عرض 1 قطع  ها  y برابر 1 است، یعنی سهمی محور  x y به‌ازای0= x= − + +( )1 22 که مقدار عبارت کنید  دقت 

که این سهمی از همۀ ناحیه‌ها عبور می‌کند. می‌کند و به‌راحتی دیده می‌شود 

کدام است؟  معادلۀ سهمی زیر 

 y x= + −1
2

4 22( ) 		  y x= + −1
4

2 22( )

 y x= − −1
4

2 22( ) 		  y x= + −1
2

2 22( )

کار  y برویم. تا اینجای  a x k h= − +( )2 )S است، پس با توجه به اینکه رأس سهمی را داریم بهتر است سراغ رابطۀ , )− −2 2  رأس سهمی داده شده

) می‌گذرد، می‌توان نوشت: , )0 1− y در می‌آید. حالا با توجه به اینکه سهمی از نقطۀ a x= + −( )2 22 معادلۀ سهمی به شکل

 y a x a a= + −  → − = + − ⇒ − = −−
( ) ( )

( , )2 2 1 0 2 2 1 4 22 0 1 2SwH Âµ¿w Á»n ⇒⇒ = ⇒ =1 4 1
4

a a �

y می‌باشد. x= + −1
4

2 22( ) در نتیجه معادلۀ سهمی به‌صورت

y است:  aS ==
−−∆∆
4

که بیشترین یا کمترین مقدار سهمی، همان عرض رأس سهمی یعنی  تا همین الان متوجه شده‌اید 
ً
احتمالا

∆∆−− بروید.
4a کنید، سراغ کزیمم یا مینیمم را پیدا  خلاصه اینکه یادتان باشد که هر وقت خواستید در یک سهمی ما
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 خواهیم داشت:
ً
گر از عضوی دو پیکان به‌صورت زیر خارج شود، در این صورت حتما در نمودار پیکانی یک تابع، ا

کدام می‌تواند باشد؟  a b×× گر نمودار پیکانی مقابل، تابع باشد،  ا

1 		  −4

 8 		 −2

 طراح می‌گوید که نمودار پیکانی داده شده تابع است، پس حتماً خروجی‌های عدد 1 با هم برابر هستند و در نتیجه داریم:

 a a a= + ⇒ = −2 1 1 �

پس ظاهر جدید نمودار پیکانی بالا، به صورت زیر در می‌آید، از طرفی با توجه به تابع بودن این رابطه، خروجی‌های1− هم باید برابر 

باشند، داریم:

 b b2 4 2= ⇒ = ± �

) می‌باشد. ) ( )− × − =1 2 2 ) یا ) ( )− × = −1 2 2 a برابر b× در نهایت خواستۀ مسئله یعنی

که اعداد سطر اول با اعداد سطر دوم در رابطه می‌باشند. در  2 جدول: این نوع نمایش خیلی با نمودار پیکانی فرقی ندارد. در اینجا یک جدول دو سطری داریم 
 

( از سطر دوم نسبت داده شود. برای مثال جدول زیر تابع نیست، چرا که عضو  این دیدگاه برای تابع بودن رابطه، نباید هیچ عضوی از سطر اول به دو عضو )یا بیشتر

5 در سطر اول به دو عدد مختلف 4 و 1 در سطر دوم نسبت داده شده است.

 �

که مؤلفه‌های اول و دوم در  3 زوج مرتب: هر دوتایی به شکل(a,b) را زوج مرتب می‌گوییم و در آن a را مولفۀ اول و b را مولفۀ دوم می‌نامیم. توجه داشته باشید 
 

) یکی نیستند. , )4 1 ) و , )1 4 زوج مرتب‌ها اجازۀ جابه‌جا شدن ندارند. برای مثال دو زوج مرتب

که مؤلفه‌هایِ اولِ زوج مرتب‌ها تکراری نباشد. مثلًا  هر رابطه را می‌توان به شکل مجموعه‌ای از زوج مرتب‌ها نمایش داد. در این صورت این رابطه زمانی تابع است 

R1 تابع نیست؛ زیرا عدد 1 مولفۀ اول تکراری این رابطه می‌باشد. 1 2 2 5 1 6= {( , ),( , ),( , رابطۀ{(

 R a2 1 1 2 2 4== {( , ), ( , ), ( , )} گر رابطۀ گر مؤلفه‌های اول دو زوج مرتب با هم برابر باشند، برای تابع بودن رابطه، باید مؤلفه‌های دوم نظیرشان نیز یکسان باشند. مثلًا ا ا

بخواهد تابع باشد، a متهم به 2 بودن است.

کدام مقدار a تابع است؟ R به‌ازای  == {( ,a),(a, ), ( ,a ),( , )}4 2 4 032  رابطۀ

a هیچ مقدار 	1 	صفر 	1 و صفر 

 در زوج مرتب‌‌ها، مولفۀ اول تکراری 4 دیده می‌شود، پس برای تابع بودن باید مؤلفه‌های دوم نظیرشان با هم برابر باشند، داریم:

 a a a a a a a= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = =2 2 0 1 0 0 1(a ) , �

کنیم: که aهای به‌دست آمده تابع بودن رابطه را تضمین می‌کنند یا نه، پس باید aها را در رابطه چک  کنیم  حالا باید بررسی 

 a R= =0 40 400 2 0 3: {( , ), ,( , ), }( , ) ( , )  تابع نیست �a R= =1 4 1 1 2 4 1 0 3: {( , ),( , ),( , ),( , )}  تابع است 	

مؤلفه‌ اول یکسان و مؤلفه دوم متفاوت
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که با عدد 2 شروع نشود؟ 1159 با ارقام صحیح از صفر تا 5، چند عدد چهار رقمی با ارقام متمایز می‌توان نوشت 
 

260 	225 	240 	190 

1160 در چند عدد سه رقمی، هیچ دو رقم متوالی یکسان نمی‌باشند؟
 

792 	729 	927 	279 

1161 با ارقام 0، 2، 3 و 7 چند عدد سه‌رقمی فرد با ارقام غیر تکراری می‌توان نوشت؟
 

18 	12 	10 	8 

)برگرفته از کتاب درسی( } می‌توان نوشت؟ )تکرار ارقام مجاز است.(� , , , ..., }0 1 2 9 1162 چند عدد چهار رقمی زوج با ارقام
 

8100 	3240 	4500 	5000 

)برگرفته از کتاب درسی( 1163 چند عدد پنج رقمی زوج با ارقام متمایز می‌توان ساخت؟ �
 

12416 	14280 	15120 	13776 

)تجربی داخل 90( ، بزرگ‌تر از 3000 وجود دارد؟� 1164 چند عدد چهار رقمی با ارقام فرد و متمایز
 

 100 	96 	84 	72 

1165 در چند عدد چهار رقمی بزرگ‌تر از 2000، هیچ‌یک از ارقام 5 و 6 وجود ندارد؟
 

3071 	1536 	 3072 	767 

که از 521 بزرگتر باشند؟ 1166 چند عدد سه رقمی با ارقام 1، 2، 5، 7 و 9 بدون تکرار ارقام می‌توان نوشت، به‌طوری 
 

35 	33 	34 	32 

1167 تعداد اعداد چهار رقمی با ارقام متمایز که هم از 4500 بزرگ‌تر بوده و هم شامل ارقام 3، 7 و 8 نباشد، کدام است؟
 

540 	480 	460 	420 

1168 با استفاده از ارقام 0، 1، 2، 5، 6، 8 و 9 چند عدد چهار رقمی مضرب 5 و بدون تکرار ارقام می‌توان ساخت؟
 

 280 	 240 	 140 	 220

1169 چند عدد سه رقمی بدون تکرار وجود دارد که شامل رقم 6 و فاقد رقم 3 باشد؟
 

150 	145 	154 	 105

1170 چند عدد سه رقمی مضرب 3 و بدون تکرار ارقام با رقم‌های 5، 4،‌ 3، 2 و 1 می‌توان ساخت؟
 

 36 	 30 	 24 	12 

1171 چند عدد سه رقمی با ارقام متمایز وجود دارد که مضرب 4 باشند؟
 

 160 	 150 	 140 	 130

1172 چند عدد سه رقمی با ارقام متمایز می‌توان نوشت، به‌طوری که مجموع ارقام آن‌ها 6 باشد؟
 

21 	16 	14 	10 

که از چپ و راست یکسان خوانده شود را متقارن می‌گوییم. اعداد مانند 212، 727 و ...( که زوج باشند؟ )عددی  1173 چند عدد سه رقمی متقارن داریم 
 

42 	40 	36 	18 

سه تا تست ترکیبی جالب از تابع و شمارش...
B کدام است؟ == {a,b,c,d} A به مجموعۀ == { , , }1 2 3 1174 تعداد توابع از مجموعۀ

 

81 	64 	 27 	16 

f چندتا است؟ a( )1 ≠≠ B به‌طوری‌که a b c== { , , } A به مجموعۀ == { , , , }1 2 3 4 1175 تعداد توابع از مجموعۀ
 

27 	54 	64 	81 

) نباشد؟ , )c 2 ) باشد، ولی شامل , )a 3 B می‌توان نوشت که شامل زوج مرتب == { , , , , }1 2 3 4 5 A به a b c d== { , , , } 1176 چند تابع از مجموعۀ
 

25 	 100 	 20 	75 
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جایگشت یک در میان

، ارقام زوج و فرد یک در میان قرار می‌گیرند؟ { , , , , , , }1 2 3 4 5 6 7 1191 در چند جایگشت از ارقام
 

480 	360 	144 	120 

، چند کلمۀ شش حرفی می‌توان ساخت به‌طوری‌که حروف صدادار و بی‌صدا یک در میان قرار بگیرند؟ { , , , , , }a g h i t u 1192 با حروف
 

48 	24 	72 	36 

که رقم‌های 3 یک در میان باشند؟ 1193 با جابه‌جایی ارقام عدد »2735363« چند عدد هفت رقمی می‌توان تشکیل داد به‌طوری 
 

32 	16 	48 	24 

جایگشت چند شیء که قرار است کنار هم باشند یا نباشند

کنار هم باشند، کدام است؟ 1194 تعداد جایگشت‌های حروف کلمۀ »LAGRANGE« به‌طوری که حروف یکسان 
 

1440 	720 	540 	360 

کنار هم باشد؟  »KORD« چند کلمۀ 6 حرفی می‌توان نوشت به‌طوری‌که در آن‌ها حروف کلمۀ »KORDAN« 1195 با حروف کلمۀ
 

164 	154 	144 	124 

1196 در چند جایگشت از حروف کلمۀ »SQUARE« حروف صدادار جلوتر از حروف بی‌صدا قرار می‌گیرند؟
 

24 	36 	18 	12 

جایگشت تقدم و تأخر

1197 شش نفر به چند طریق می‌توانند وارد یک اتاق شوند به‌طوری که محمد قبل از حامد وارد اتاق شود؟
 

 360 	 720 	 180 	 240

کرده‌اند. در چند حالت علی قبل از رضا و رضا قبل از حسین سخنرانی خود را شروع می‌کند؟ 1198 7 سخنران در یک همایش فرهنگی شرکت 
 

 240 	 480 	 840 	 420

که فرد A قبل از B و فرد B بعد از C سوار اتوبوس شوند؟ 1199 5 نفر پشت سرهم سوار اتوبوس می‌شوند. به چند طریق این عمل ممکن است به‌طوری 
 

80 	20 	60 	40 

گر بین a و b فقط  و e قرار است، در یک همایش سخنرانی کنند. ترتیب سخنرانی این افراد به چند طریق ممکن است، ا d c b a, , , 1200 پنج نفر به نام‌های
 

یک نفر سخنرانی کند؟

 60 	54 	36 	 24

تست‌های این قسمت برای مطالعۀ بیشتر و محبان ریاضی است.

جایگشت با تکرار

} می‌توان ساخت؟ , , , , , }3 3 3 4 4 5 1201 چند عدد شش رقمی با ارقام
 

 80 	 70 	 60 	 50

} می‌توان نوشت؟ , , , , }3 3 2 2 0 1202 چند عدد پنج رقمی با ارقام
 

96 	48 	24 	12 

} چند عدد زوج شش رقمی می‌توان نوشت؟ , , , , , }3 3 3 0 0 0 1203 با ارقام
 

18 	12 	6 	24 
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) است؟ )2 111−− کثر 13 نفر از آن‌ها پسر باشد، چند برابر عدد  در بیمارستان کسری تهران، روزانه 15 نوزاد متولد می‌شود. احتمال آن‌که حدا

 1
210

	 1
211

	 1
215

	 1
213

. از طرفی چون محاسبۀ  ( ( ) )n S = 215 215 حالت می‌شود. ، کل حالات برای به دنیا آمدن فرزندان با توجه به آن‌که پسر هستند یا دختر  تعداد 

کثر 13 پسر کار وقت‌گیری است، از روش متمم استفاده می‌کنیم. به این‌صورت که حالات نامطلوب یعنی حالاتی که 14 تا از فرزندان یا 15 تا از آن‌ها پسر  احتمال حدا

باشد، را محاسبه می‌کنیم:
 n A( )′ = 





+





= + =
15

14

15

15
15 1 16 �

P است. A P A( ) ( ) ( )= − ′ = − = × −1 1 1
2

1
2

2 111 11
11 P می‌باشد و احتمال مطلوب مسئله A n A

n S
( )

( )

( )
′ = ′ = = =16

2
2
2

1
215

4

15 11 در نتیجه

آبی و 2 مهرۀ سبز داریم. دو مهره به تصادف خارج می‌کنیم. احتمال این‌که حداقل یکی از مهره‌ها   در جعبه‌ای 3 مهرۀ سفید، 5 مهرۀ 

کدام است؟ سفید باشد، 

 1
2

	 3
15

	 1
5

	 8
15

، از طرفی می‌خواهیم حداقل  n S( ) = 





=
10

2
 روش اول: می‌خواهیم از بین 10 مهرۀ متمایز درون جعبه 2 تا از آن‌ها را به تصادف برداریم، پس45

یکی از مهره‌ها سفید باشد، بنابراین تعداد حالات مطلوب برابر است با:
 n A( ) = 





+











+











= + + =
3

2

3

1

5

1

3

1

2

1
3 15 6 24 �

P می‌باشد. A n A

n S
( )

( )

( )
= = =24

45
8
15

در نتیجه احتمال مطلوب برابر

که هیچ مهرۀ سفیدی خارج نشود، یعنی هر 2  کنیم. تعداد حالات نامطلوب، تعداد حالاتی است  روش دوم: برای حل این مسئله می‌توانیم از اصل متمم استفاده 
) انتخاب شوند. پس می‌توان نوشت: )2 5 7+ = مهره از مهره‌های آبی و سبز

 n A P A
n A

n S
( ) ( )

( )

( )
′ = 





= × = ⇒ ′ = ′ = =
7

2
7 6
2

21 21
45

7
15

�

P می‌باشد.  A P A( ) ( )= − ′ = − =1 1 7
15

8
15

در نهایت

 در جعبه‌ای 4 مداد قرمز و 3 مداد آبی متمایز وجود دارد. 3 مداد متوالیاً و بدون جای‌گذاری از جعبه خارج می‌کنیم. چقدر احتمال دارد 

که مداد خارج شدۀ اول و دوم آبی باشد؟

 1
7

	 6
35

	 1
5

	 4
35

 می‌خواهیم از بین 7 مداد متمایز، 3 مداد را متوالیاً و بدون جای‌گذاری خارج کنیم به‌طوری که مداد خارج شدۀ اول و دوم آبی باشد، پس می‌توان نوشت:

 n S n A( ) , ( )= 

















= = 











7

1

6

1

5

1
210

3

1

2

1

4

1



+

















= + =
3

1

2

1

1

1
24 6 30 �

n را به‌صورت زیر می‌نویسند: A( ) البته خفن‌ترها
 n A( ) = 

















=
3

1

2

1

5

1
30 �

P است. A n A

n S
( )

( )

( )
= = =30
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در نتیجه احتمال پیشامد A برابر

کنار هم نباشند؟ کلمۀ »جهانگردی«، چقدر احتمال دارد دو حرف »د« و »ج«   در جایگشت‌های حروف 
3
8

	 1
2

	 1
4

	 3
4

!8 می‌باشد. از طرفی تعداد حالت نامطلوب مسئله،   برای حل این مسئله از اصل متمم کمک می‌گیریم. تعداد کل جایگشت‌های این کلمۀ 8 حرفی،

که برای محاسبۀ آن، داریم: کنار هم باشند  که دو حرف »د« و »ج«  تعداد حالاتی است 

 j ,Z , ½ , H , · , © , n , Á⇒ ′ = ×n A( ) ! !7 2 ⇒ ′ = ′ = × = ×
× = =P A

n A

n S
( )

( )

( )

! !

!
!
!

2 7
8

2 7
8 7

2
8

1
4

�

P می‌باشد. A P A( ) ( )= − ′ = − =1 1 1
4

3
4

پس احتمال مطلوب

14 پسر15 پسر

1 مهره سفید و 1 مهره سبز
هر 2 مهره سفید 1 مهره سفید و 1 مهره آبی

2 تای اول آبی3 تا پشت‌سر هم آبی
سومی قرمز

2 تای اول آبی1 مهره از بین 5 مهره دیگر

جایگشت دو حرف درون بسته
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فصل هفتم: آمار و احتمال

سکه و فرزند

 سه سکه »پشت« بیاید، کدام است؟ 
ً
 سه سکه »رو« یا دقیقا

ً
1328 در پرتاب چهار سکه با هم، احتمال این‌که دقیقا

 

  1
2

	  2
3

	  7
16

	  5
16

1329 در پرتاب پنج سکۀ سالم، با کدام احتمال، حداقل 3 بار »پشت« ظاهر می‌شود؟
 

 1
16

	 1
2

	 1
8

	 1
4

1330 سکه‌ای را آن‌قدر پرتاب می‌کنیم تا »رو« ظاهر شود. با کدام احتمال، در کمتر از 5 پرتاب، »رو« ظاهر می‌شود؟
 

 15
16

	 7
8

	 3
4

	 1
2

1331 در یک بیمارستان 5 نوزاد در یک روز متولد شده‌اند. با کدام احتمال حداقل دو نفر از آن‌ها دختر هستند؟
 

 13
16

	 7
16

	 3
8

	 5
16

کثر یکی از فرزندان دختر باشد، چقدر  1332 در یک خانوادۀ 5 فرزندی، احتمال آن‌که حداقل یکی از فرزندان خانواده دختر باشد از احتمال ‌این‌که حدا
 

)برگرفته از کتاب درسی( بیشتر است؟�

� 31
32

	 25
32

	 21
32

	 19
32

1333 خانواده‌های A و B هر کدام دارای 3 فرزند هستند. احتمال آن‌که تعداد دخترهای خانوادۀ A از تعداد دخترهای خانوادۀ B بیشتر باشد، کدام است؟
 

  11
32

	  9
32

	 7
32

	  17
32

کیسه و مهره

کتاب  کرده‌ایم. احتمال این‌که 3  کتاب انتخاب  که 5 عدد آن‌ها در مورد ادبیات و 7 عدد آن‌ها در مورد تاریخ است، به‌طور تصادفی 5  کتاب  1334 از 12 
 

)ریاضی خارج 91( کتاب تاریخ انتخاب شده باشد، کدام است؟� ادبیات و 2 

 37
132

	 35
132

	 17
66

	 15
66

1335 در ظرفی 4 مهرۀ سفید و 5 مهره سیاه موجود است. به تصادف 3 مهره از ظرف خارج می‌کنیم. با کدام احتمال، مهره‌های خارج شده هم‌رنگ‌اند؟�
 

)تجربی خارج 92( �  5
14

	 2
9

	 3
14

	 1
6

1336 در کیسه‌ای 5 مهرۀ سفید، 4 مهرۀ سیاه و 3 مهرۀ آبی وجود دارد. 3 مهره به تصادف از کیسه بیرون می‌آوریم. با کدام احتمال، رنگ مهره‌های خارج 
 

)تجربی داخل 96( شده متفاوت است؟�

 4
11

	 7
12

	 3
11

	 5
22

بودن  هم‌رنگ  »غیر  پیشامد   B و مهره‌ها«  بودن  »هم‌رنگ  پیشامد   A گر ا می‌کنیم.  خارج  مهره   2  ، قرمز مهرۀ   4 و  آبی  مهرۀ   6 شامل  کیسه‌ای  از   1337
 

P کدام است؟ BP A
( )
( ) مهره‌ها« باشد،

 7
8

	 8
7

	 8
15

	 7
15

1338 در کیسه‌ای 4 مهرۀ سفید، 3 مهرۀ سیاه و 2 مهرۀ قرمز وجود دارد. به تصادف 3 مهره از آن بیرون می‌آوریم. با کدام احتمال، فقط یکی از مهره‌ها سفید است؟
 

)تجربی خارج 95( � 9
14

	 10
21

	 17
42

	 8
21

، 4 مهرۀ آبی و 3 مهرۀ زرد است. از این کیسه 6 مهره را به تصادف انتخاب می‌کنیم. احتمال آنکه در بین مهره‌های انتخابی،  1339 کیسه‌ای دارای 5 مهرۀ قرمز
 

مهره آبی وجود نداشته باشد، کدام است؟

 1
15

	 1
16

	 1
32

	 1
33

کنند، با چه احتمالی یکی از موش‌های فراری، بیمار است؟  گر دو موش از لانۀ خود فرار  1340 در آزمایشگاهی 5 موش سالم و 3 موش بیمار داریم. ا
 

 15
24

	 15
28

	 13
28

	 17
28
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فصل اول: مجموعه، الگو و دنباله

فصل اول: مجموعه، الگو و دنباله

} همگی یکی هستند، پس مجموعۀ A به‌صورت زیر  , }b a } و , }a b ،{a,a,b}می‌دانیم تکرار و ترتیب اعضاء در مجموعه‌ها بی‌اثر است، درواقع 	1 	

قابل نمایش است: 

 A a b a b b a a a b a b a b= ={ , ,{ , },{ , },{ , , }} { , ,{ , }} �

همان‌طور که مشاهده می‌کنید این مجموعه، 3 عضو دارد.

که دو عضوی است. ببینید: گزینۀ »3«  گزینه‌ها سه عضوی می‌باشند، به‌جز  تمام  	3 	

} :گزینۀ »2« ,{{ ,{ }}} , {{ }}}∅ ∅ ∅ ⇒x }} :گزینۀ »1«3 عضو ,{ }, } , ,{ }}x x x x∅ ⇒ 3 عضو

}} :گزینۀ »4« ,{ }},{ }, }x x∅ ∅ ⇒ }} :گزینۀ »3«3 عضو },{ ,{ }},{{ }, }}x y y∅ ∅ ⇒ 2 عضو

}} باهم فرقی ندارند. }, }y ∅ } و ,{ }}∅ y گزینۀ »3« دو عضو که تکرار و ترتیب در مجموعه‌ها مهم نیست و در  حواستان باشد 

x می‌باشد. درواقع برای مشاهدۀ بعضی از اعضای این مجموعه  ∈� که در آن‌ها y هستند  x= −5 3 A عددهایی به شکل اعضای مجموعۀ 	4 	

کنیم. ببینید: به x عددهای طبیعی 1، 2، 3 و ... را می‌دهیم تا yهایشان را پیدا 

 x y x y x y x= = − = = = − = − = − = = − = − = − =1 5 3 1 2 2 5 3 2 5 6 1 3 5 3 3 5 9 4 4: ( ) , : ( ) , : ( ) , :: ( )y = − = − = −5 3 4 5 12 7 �

2 است. 1 2× − = −( ) A هستند که حاصل‌ضرب دو عضو بزرگتر این مجموعه برابر = − − −{ , , , ,...}2 1 4 7 در نتیجه بعضی از اعضای مجموعۀ A به‌صورت

} می‌باشند. در نتیجه  }∅ ∅ و }عضو A نیست( و زیرمجموعه‌های آن }∅ ∅ است ) مجموعۀ A یک مجموعۀ تک عضوی است که تنها عضو آن هم 	3 	

گزینۀ »3« است. گزینۀ نادرست،  تنها 

C است، پس گزینه‌های »1« و »3«  = {{{ }, , }, }2 3 5 2 B و مجموعۀ B، عضو مجموعۀ = { , ,{ }}3 5 2 A عضو مجموعۀ = { }2 خیلی واضح است که 	2 	

گزینۀ »4« هم درست است. درست هستند. از طرفی همگی قبول داریم که مجموعۀ A زیرمجموعۀ مجموعۀ C است )قبوله؟(، پس 

C∋2 می‌باشد. =A نیست ولی ∈{ } c2 در آخر حواستان باشد که
می‌دانیم در مجموعه تکرار و ترتیب اعضا تأثیری ندارد، پس مجموعۀ A به‌صورت زیر قابل نمایش است: 	2 	

 A = ={ , , ,{ , },{ , }} { , , ,{ , }}1 2 3 1 3 3 1 1 2 3 1 3 �

} باشند ولی 2 را ندارند به‌صورت زیر می‌باشد: , }1 3 زیرمجموعه‌های A که شامل عضو

 A A A A1 2 3 41 3 1 1 3 3 1 3 1 3 1 3= = = ={{ , }} , { ,{ , }} , { ,{ , }} , { , ,{ , }} �

تعداد زیرمجموعه‌های خواسته شده 4 تا است.

 2x y+ x و y− این مجموعه 4 زیرمجموعه دارد، پس دو عضوی است که آن دو عضو هم 1 و1− هستند )حله؟(. پس برای دو عضو دیگر آن، یعنی 	4 	

چهار حالت رخ می‌دهد. ببینید:

2 :حالت اول 1

1
3 0 0 1 2

2
0 1

2
1
2

x y

x y
x x y x

y+ =
− = −

⇒



= ⇒ = = ⇒ − + = + =, �

2 :حالت دوم 1

1
3 0 0 1 2

2
0 1

2
1
2

x y

x y
x x y x

y+ = −
− =





⇒ = ⇒ = = − ⇒ − + = − = −, �

2 :حالت سوم 1

1
3 2 2

3
1
3

2
2

4
3

1
6

9
6

3
2

x y

x y
x x y x

y+ = −
− = −





⇒ = − ⇒ = − = ⇒ − + = + = =, �

2 :حالت چهارم 1

1
3 2 2

3
1
3

2
2

4
3

1
6

9
6

3
2

x y

x y
x x y x

y+ =
− =





⇒ = ⇒ = = − ⇒ − + = − − = − = −, �

3 است.
2

، بیشترین مقدار آن برابر − +2
2

x
y با توجه به مقادیر به‌دست آمده برای عبارت

1
 

2
 

تکراری

3
 

4
 

5
 

6
 

7
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ریاضی )1( - پایۀ دهم

گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم: تک تک  	4 	

 W یا همان اعداد حسابی است.  که زیرمجموعۀ  � � می‌شود ک� با گزینۀ »1«: اشترا

گزینه‌ها هم  گر موافقید باید بگوییم که این  ′�∩� هر دو تهی هستند و تهی زیرمجموعۀ همۀ مجموعه‌هاست؟ ا ′ و −� � گزینه‌های »2« و »3«: قبول دارید که

 درست هستند.

� نیست و این  )اوکی؟(، پس این مجموعه زیرمجموعۀ 2 و ...  ، 1
2

� شامل همۀ عددهای حقیقی به‌جز اعداد صحیح است مثلًا �− گزینۀ »4«: مجموعۀ

 گزینه نادرست است.

گزینه‌ها می‌پردازیم: 	به بررسی تک‌تک  4 	

� کم کنیم، همۀ اعداد گویا به‌جز عددهای صحیح و منفی را داریم،  گر این مجموعه را از � شامل عددهای صحیح منفی و صفر است که ا �− گزینۀ »1«: مجموعۀ

  ± و ... را دارد، پس این مجموعه غیرتهی است. 1
2

کنیم، بی‌شمار عدد از جمله  � گر این مجموعه را منهای که در آخر ا  ± 1
2

مثلًا عددهایی مانند 1،

پس هستند،  مجزا  هم  از   � و  ′ − = ′� � � مجموعۀ دو  چون  نهایت  در  و  است   ′ − = ′� � � پس ندارند،  کی  اشترا هیچ   � و ′� :»2« گزینۀ 

  که این مجموعه بی‌شمار عضو دارد. ) است  )′ − − = ′ − = ′� � � � � �

}  می‌باشد  }0 ) همان تک عضوی ) ( )W − − −� � � � شامل عضو صفر نیست، پس مجموعۀ �− ، صفر است و مجموعۀ W −� گزینۀ »3«: تنها عضو مجموعۀ

  که مجموعه‌ای غیرتهی است.

گر این مجموعه را از مجموعۀ اعداد صحیح  که ا � می‌باشد  گویا یعنی � همان مجموعۀ اعداد  �− ′ کی ندارند، پس �′ هیچ اشترا � و گزینۀ »4«: دو مجموعۀ

 ∅ می‌شود. کنیم عضوی باقی نمی‌ماند و حاصل کم 

اینکه ساده شدۀ عبارت  �∪� می‌باشد. خلاصه  �= � پس �⊆ W و همچنین ∩� �= � است، پس ⊆ W که می‌دانیم همان‌طور  	3 	

�، می‌توان نوشت: �⊆ ) است، حالا با توجه به این‌که )� � ∪�− ′ داده شده برابر با

 ( )� � ∪� ∪� �
� �

� �− ′ ∅ ′ = ′
− =∅

⊆
''''''''' �

� است. � �− = ′ گزینۀ »3« یعنی گزینۀ درست،  تنها 

α باشد، ببینید: = +2 گزینه، فرض می‌کنیم1 گزینۀ »4« است. برای نشان دادن درستی این  گزینۀ درست،  تنها  	4 	

 2 1 2 2 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )α − = + − = = �

گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم: حالا نادرستی سایر 
α :گزینۀ »1« β α β= = ⇒ × = × = ∈2 2 2 2 2 2 4, �  �

α :گزینۀ »2« β α β= = ⇒ × = ∈0 2 0, �  �

 گویا حتماً عددی گنگ است. گفته‌هایمان در درسنامه می‌دانیم جمع یک عدد گنگ با یک عدد  گزینه هم که طبق  گزینۀ »3«: در مورد این 

گویا شدن دارند. ببینید: شاید برایتان جالب باشد که همۀ عددهای داده شده، امکان  	1 	

 α β α β α β+ = = − ⇒ + = − = ∈2 2 2 2 2 2 2 2 2 0: , �  �

 αβ α β α β: , . ( )( )= = ⇒ = = ∈2 2 2 2 2 2 4 �  �

 α β α β α β: ,= = ⇒ = × = × = = ∈2 2 2 2 2 2 2 234 34 34 4 44 �  �

کند، برایتان کمی غیرقابل باور است. )درست می‌گم؟( گویا  α را  β β که جواب α و کردن دو عدد گنگ احتمالًا پیدا

 α α α2 22 1 1− = − −( ) α گویا شود. برای این‌کار به‌کمک اتحاد مربع دوجمله‌ای می‌توان نوشت:� α2 2− ، ممکن است α با فرض گنگ بودن 	2 	

 α α2 22 2 1 1 1 2 1 1− = + − − = − = ∈( ) � α باشد، پس داریم:� = +2 1 گر حالا مثلًا ا

گزینه‌ها مثال نقض بزنیم: حالا برویم و برای بقیۀ 

 گویا است.  α می‌شود که عددی 
β2

1
2

= α حاصل β= = 2 گزینۀ »1«: بافرض

 αβ2 4 22 2 2 2 2= × = × = ∈( ) ( ) �  β داریم:� = 24 α و = 2 گزینۀ »3«: بافرض

 گویا است.   α β+ = + − =( ) ( )2 2 2 2 ، مقدار β = −2 2 α و = 2 گزینۀ »4«: بافرض

27
 

28
 

29
 

30
 

31
 

32
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ریاضی )1( - پایۀ دهم

گزینه‌ها می‌پردازیم: حالا به بررسی تک‌تک 

A :گزینۀ »1« B− = { , }( )1 2 ÂÀI¹T¶  A :گزینۀ »2«	 B∩ = ∅ ( )ÂÀI¹T¶  	

� :گزینۀ »3« − =B { , , ,...}( )01 2 ÂÀI¹T¶Iº  A :گزینۀ »4«	 − = ∅� ( )ÂÀI¹T¶  	

که  بزنیم  مثال‌هایی  می‌توانیم  نیز  دیگر  مجموعۀ  دو  برای  است.  نامتناهی   A B∪ پس است،  نامتناهی  قطعاً  نامتناهی،  مجموعۀ  دو  اجتماع  	1 	

نامتناهی باشند:

A است که مجموعه‌ای نامتناهی می‌باشد. B− = − − −{ , , , , }… 3 2 10 B باشد در این‌صورت = � A و = � A: فرض کنیم B− الف(

که نامتناهی است. A می‌شود  B∩ �= B باشد، در این‌صورت = � A و = � A: فرض کنیم B∩ ب(

گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم: هر یک از  	2 	

  A قطعاً متناهی است.  B∪ B هم متناهی است و در نتیجه B است، پس A⊆ A متناهی است و گزینۀ »1«:

 B A− = { }2 B باشند،  = { , }12 A و = { }1 گر B متناهی می‌شود. برای مثال ا A− که در این‌صورت B می‌تواند متناهی هم باشد  A است، B⊆ گزینۀ »2«:

  می‌باشد.

  که به‌وضوح مجموعه‌ای متناهی است. B می‌شود  A− = ∅ B هم متناهی است و در نتیجه A متناهی است، پس B است و A⊆ گزینۀ »3«:

  A متناهی می‌شود.  B∪ B باشد، در این‌صورت = { , }12 A و = { }1 گزینۀ »4«: فرض کنیم

گزینه‌ها می‌پردازیم: A است. حالا به بررسی تک تک  = { , , , }1 2 3 4 مجموعه A برابر با 	3 	

 x x Bx W+ ≤ ⇒ ≤  → =∈2 5 3 01 2 3{ , , , } گزینۀ »1«: مجموعه B را با توجه به شرط داده شده به‌دست می‌آوریم:�

  ک دو مجموعۀ A و B متناهی خواهد شد.  در این‌صورت هم اجتماع و هم اشترا

  A برابر با تهی خواهد بود. چرا که هیچ یک از اعضای مجموعۀ A، در مجموعۀ B قرار ندارد.  B∩ گزینۀ »2«: در این حالت

گزینۀ »3«: مجموعۀ B را با توجه به شرط داده‌شده پیدا می‌کنیم:

 4 1 5 3 4 3 41≤ + ≤  → ≤ ≤  → =− ∈x x Bx � [ , ] �

ک آن‌ها متناهی خواهد شد، ببینید: در این صورت اجتماع دو مجموعه، نامتناهی و اشترا

A B∪ ∪ ∩= =[ , ] { , } , A B { , }3 4 1 2 3 4(ÂÀI¹T¶Iº)  )متناهی( �

کردن مجموعۀ B با توجه به شرط داده‌ شده می‌توان نوشت: گزینۀ »4«: برای پیدا 

 x x Bx+ ≤ ⇒ ≤  → = − − −∈2 2 0 3 2 10� {..., , , , } �

  ک دو مجموعه برابر با تهی است.  در این‌صورت اجتماع دو مجموعه، نامتناهی است اما اشترا

A مجموعه‌ای متناهی می‌باشد  B∩ ک مجموعۀ متناهی A و مجموعۀ نامتناهی B حتماً یک مجموعۀ متناهی است، یعنی که اشترا می‌دانیم  	1 	

گزینۀ »1« می‌باشد. � حتماً یک مجموعۀ نامتناهی )بی‌پایان( است و پاسخ تست  و در نتیجه متمم آن نسبت به مجموعۀ مرجع، یعنی

گزینه‌ها: مثال نقض برای سایر 
A :گزینۀ »2« B A B= = ⇒ − ={ }, { , , ,...} { }1 3 4 5 1  �

A :گزینۀ »3« B B= = ⇒ ′ = ⇒ ′ ={ }, { , , ,...} { , } A B { , }1 3 4 5 1 2 1 2∪  �

A :گزینۀ »4« B A B A B= = ⇒ = ⇒ ′ ={ }, { , , ,...} { , , , ,...} ( ) { }1 3 4 5 1 3 4 5 2∪ ∪  �

A نقض  = −� { }0 A نامتناهی بوده است. همۀ موارد آمده در گزینه‌های »1«، »2« و »3« با مجموعۀ � متناهی است، پس حتماً −A مجموعۀ 	4 	

می‌شود، ببینید:
A :گزینۀ »1« − = − − = − − −� � �( { }) {..., , , }0 3 2 1 ÂÀI¹T¶Iº �

�� :گزینۀ »2« ����
ÂÀI¹T¶Iº ÂÀI¹T¶

ÂÀI¹T¶Iº− − =( )A  �

گر تعدادی متناهی عضو از یک مجموعۀ نامتناهی حذف شود، باز هم مجموعۀ حاصل نامتناهی باقی می‌ماند. که ا واضح است 

� :گزینۀ »3« � � � � �− − = − − − = − − − − =( ) (( { }) ) {..., , , } { , , ,...}A 0 3 2 1 01 2 ÂÀI¹T¶Iº �

گزینۀ »4« است. پاسخ تست 
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فصل اول: مجموعه، الگو و دنباله

t است و می‌توان نوشت: t d17 8 9= + t برقرار است، پس tm n= + −(m n)d tn در دنبالۀ حسابی رابطۀ tm و می‌دانیم بین دو جملۀ 	1 	

 t t t t t d8 17 8 8 8
2

824 9 24 9 24. (t d)= ⇒ + = ⇒ + = �

گفته شده قدرنسبت دنباله را به‌دست می‌آوریم: از طرفی حاصل‌ضرب جملات یازدهم و چهاردهم 96 است. با توجه به رابطۀ 

 t t t t d d
t t d

11 14 8 8 8
2

8
2 9 2496 3 6 96 9 18 96 8

2
8. (t d)(t d)= ⇒ + + = ⇒ + + =  →+ = + = ⇒ = ⇒ = ⇒

=
= −





24 18 96 18 72 4
2

2
2 2 2d d d

d

d

�

�
�

d قابل قبول می‌باشد. = 2 با توجه به اینکه دنباله صعودی است، پس قدرنسبت دنباله مثبت است و

a9 هستند، پس طبق فرض مسئله می‌توان نوشت: a8 و ، a7 a6 و سه جملۀ سوم دنباله، a5 و  ، a4 سه جملۀ دوم دنباله، 	1 	 

 
a a a

a a a
a a a

4 5 6

7 8 9
7 8 9

20

74

+ + =
+ + =

 →




+ + −Â²»H ÁI¿¹¶ Â¶»j
( ) (( ) ( ) ( ) ( )a a a a a a a a a d

d d d

4 5 6 9 6 8 5 7 4

3 3 3

54 9 5+ + = ⇒ − + − + − = =��� ��� ��� 44 6⇒ =d �

 3 20 3 4 20 3 72 20 3 52 52
35 1 1 1 1

6a a d a a ad= ⇒ + =  → + = ⇒ = − ⇒ = −=( ) a )حله؟(، پس داریم:� a a a4 5 6 53+ + = از طرفی می‌دانیم

 a a a a a d a d a d1 2 3 1 1 1 12 3 3 3 52
3

3 6 52 18 34+ + = + + + + = + = − + = − + = −( ) ( ) در نهایت خواستۀ مسئله برابر است با: �

طبق فرض مسئله مجموع جملات ردیف فرد و زوج به‌ترتیب 135 و 150 می‌باشند، پس به زبان ریاضی داریم: 	3 	

 a a a a a a a a1 3 5 19 2 4 6 20135 150+ + + + = + + + + =... , ... �

حالا مجموع جملات زوج را منهای مجموع جملات فرد می‌کنیم، از طرفی می‌دانیم اختلاف دو جملۀ متوالی از یک دنبالۀ حسابی برابر قدرنسبت است، پس داریم:

 ( ... ) ( ... ) ( ) ( ) ... (a a a a a a a a a a a
d d

2 4 20 1 3 19 2 1 4 3 20+ + + − + + + = − + − + + −− = + + + = − ⇒ = ⇒ = =a d d d d d
d

19
10

150 135 10 15 15
10

3
2

) ...

IU
� �� �� �

1 می‌نویسیم، حالا با تفکیک 
3

5 2
2 5

1
3

8 5
5 8

1
3

20 17
17 20

( ) ( ) ... ( )
−
× + −

× + + −
× کمی دقت به دنبالۀ داده شده، مجموع جملات آن را به صورت با  	1 	

کسرهای داده شده داریم:
 1
3

1
2

1
5

1
5

1
8

1
17

1
20

1
3

10 1
20

3
20

015( ... ) ( )− + − + + − = − = = / �

 t t d d d
t t

48 24
248 24 2 24 1

12
48 24− = −  → − = ⇒ = −− =−

( ) ابتدا جملۀ عمومی دنباله را پیدا می‌کنیم:� 	2 ا	

 t t n d t n t
n

n n n

t d
= + −  → = + − − ⇒ = − +

= = −

1
2 1

121 2 1 1
12

1
12

2
1

( ) ( )( )
,

 �

 1
12

2 0 1
12

2 1 24 25 1 2 2412− + > ⇒ − > −  → − > − ⇒ <  → ∈× ∈n n
n n nn � { , ,..., } کنیم، پس می‌توان نوشت: � tn را حل  حالا باید نامعادلۀ0<

بنابراین 24 جملۀ اول دنباله، مثبت‌اند.

 t kn kn n knn = + − − = − + −2 2 25 21 5 21(k )n ابتدا جملۀ عمومی دنباله را به‌صورت مقابل بازنویسی می‌کنیم:� 	2 	

n2 برابر با صفر شود: کنیم که ضریب از طرفی می‌دانیم جملۀ عمومی یک دنباله حسابی از درجه یک است، پس باید مقدار k را به‌گونه‌ای انتخاب 

 k k− = ⇒ =5 0 5 �
کنیم: tn را حل  t است و برای محاسبۀ خواستۀ مسئله باید نامعادله0> nn = −5 پس جملۀ عمومی دنباله به‌صورت21

 t n n n nn
n< ⇒ − < ⇒ < ⇒ <  → =

=

∈0 5 21 0 5 21 21
5

1 2 3 4

4/...

, , ,
�

� �
در نتیجه این دنباله 4 جمله منفی دارد.

 a a a a d d d d1 3 3 13 11 2 11 3 2 2 8 4= = = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =, ; کردن تعداد جملات دنباله ابتدا قدرنسبت را پیدا می‌کنیم:� برای پیدا  	2 	

 a a n d n n n nn = + − ⇒ = + − ⇒ = + − ⇒ = ⇒ = =1 1 267 3 1 4 267 3 4 4 268 4 268
4

67( ) ( ) کردن تعداد جملات می‌توان نوشت:� حالا برای پیدا 

بنابراین، این دنباله 67 جمله دارد.

d است، داریم: = − =16 10 6 از آن جایی که جملۀ اول دنباله 10 و قدرنسبت آن 	3 	

 a a n d n n n nn
a

d
= + − <  → − × < ⇒ − < ⇒ < ⇒ ≤=

=1
10
61 120 1 6 110 1 18 3 19 31( ) ( ) / / 119 �

در نتیجه در این دنباله، 19 جملۀ کوچکتر از 120 داریم.
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فصل دوم: مثلثات

329

tan را به‌دست می‌آوریم. پس داریم: x ، مقدار 1
1

3+
− = −tan

tan

x

x
ابتدا با توجه به تساوی 	4 	

 1
1

3 1 3 3 2 4 2+
− = − ⇒ + = − + ⇒ = ⇒ =tan

tan
tan tan tan tan

x

x
x x x x �

cot می‌باشد، پس برای محاسبۀ مقدار a می‌توان نوشت:
tan

x
x

= =1 1
2

از طرفی می‌دانیم

 5 3
4

1
2

10 6 4 10 10 1a a a a− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = �

کردن عبارت داده شده می‌توان نوشت: sin برای ساده  cos2 2 1α α+ = روش اول: با استفاده از رابطه 	1 	

 A = + + = + +cos ( sin ) sin cos sin cos sin

sin

2 2 4 2 2 2 41

2

α α α α α α α

α pH ÁoÃ¬n¼¼T¨IÎ

= + + = + =cos sin (sin cos ) sin cos2 2 2 2 2 2

1

1α α α α α α� ��� ��� �

α حاصل عبارت داده شده را به‌دست می‌آوریم: = روش دوم: به‌ازای�30

 α = = + + = + + =30 30 1 30 30 3
2

1 1
2

1
2

3
4

2 2 4 2 2 4� � � �: cos ( sin ) sin ( ) ( ( ) ) ( )A (( )
5
4

1
16

15
16

1
16

16
16

1+ = + = = �

tan ساده می‌کنیم. پس داریم: sin

cos
α α

α= sin را با استفاده از رابطۀ tan

sin tan cos

α α
α α α+ روش اول: ابتدا عبارت 	2 	

 
sin (

sin
cos

)

sin (
sin
cos

) cos

sin
cos

sin cos
cos

α α
α

α α
α α

α
α

α α
α

+
=

+

2

2 2
''''''''''''''''''''
sin cos

sin

cos

cos

sin
2 2 1

2

2
1

α α
α
α

α

α
+ = = �

1 می‌باشد. 2 2− =sin cosα α پس پاسخ مسئله

α به‌دست می‌آوریم: = روش دوم: حاصل عبارت داده شده را به‌ازای�60

 α = −
+

= −
+

60 1 60 60
60 60 60

1

3
2

3

3
2

3 1
�

� �

� � �:
sin tan

sin tan cos

( )( )

( )( )
22

1

3
2

3
2

1
2

1

3
2
2

1 3
4

1
4

= −
+

= − = − = �

گزینۀ »2« رخ می‌دهد: که این اتفاق فقط در  1 شود 
4

α برابر = که به‌ازای�60 گزینه‌ای درست است  پس 

 α = = =60 60 1
2

1
4

2 2� �: cos ( ) ( ) �

1 است، با استفاده از اتحاد مزدوج، رابطۀ داده شده را ساده می‌کنیم: 1− − = − +sin cos (sinx cosx)x x روش اول: با توجه به اینکه 	4 	

 ( (sinx cosx))( (sinx cosx))

sin

(sinx cosx)

sin

1 1 1 1
2

2

2
+ + − + = − + = −

x x

((sin x cos x sinxcosx)

sin

2 2

2
2+ +
x

�

 = − + = − = − = −1 1 2 2 2 2
2 2

( sinxcosx)

sin

sin cos

sin

cos

sin
cot

x

x x

x

x

x
x �

x به‌دست می‌آوریم. پس داریم: = ) را به ازای�30 sin cos )( sin cos )

sin

1 1
2

+ + − −x x x x

x
روش دوم: مقدار عبارت

 ( sin cos )( sin cos )

sin

( )(1 30 30 1 30 30

30

1 1
2

3
2

1 1
2

3

2
+ + − − =

+ + − −� � � �

�
22

1
2

3 3
2

1 3
2

1
4

2

)

( )

( )( )
=

+ −
�

 = + − = − + − = −( )( )3 3 1 3 3 3 3 3 3 2 3 �

گزینۀ »4« رخ می‌دهد:  2− باشد و این اتفاق فقط در  3 x برابر = که به‌ازای�30 گزینه‌ای درست است  پس 

x = − = − = −30 2 30 2 3 2 3� �: cot ( )  �

tan است، پس داریم: sin

cos
x

x

x
= 1 و 12

2
+ =tan

cos
x

x
روش اول: می‌دانیم 	3 	

A
x

x

x

x

x

x
= + = =1

1
12

2

2

2

2

2
tan

tan

cos

sin

cos

sin
''''''''''''''''''''''''

1 1

2
2

2
2 1 1

+ =

= = +
cot

sin

sin
cot

x
x

A
x

x �

روش دوم: ابتدا عبارت داده شده را تفکیک می‌کنیم، پس داریم:
1 1 1

2

2 2

1
2

2

+ = +
=

tan

tan tan
co

tan
cot

x

x x

x
x

''''''''''''''''''''''' tt2 1x + �
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A = + =1 1

1
2

2

2
( )

( )
A داریم:� x

x
= +1 2

2
tan

tan
x در = روش سوم: با جای‌گذاری�45

x برابر با 2 شود: = که به ازای�45 گزینه‌ای درست است  حالا 

sin :گزینۀ »1« ( )2 45 1
2

2� = ≠  cos :گزینۀ »2«	 ( )2 45 1
2

2� = ≠   	

1 :گزینۀ »3«  45 1 1 22 2+ = + =cot ( ) ( )�  1 :گزینۀ »4«	 45 1 1 0 22 2− = − = ≠cot ( ) ( )�  	

1 می‌توان نوشت: 12
2

+ =tan
cos

x
x

1 و 12
2

+ =cot
sin

x
x

روش اول: با استفاده از روابط 	3 	

 sin ( cot x) cos ( tan x) sin (
sin

) cos (
cos

)2 2 4 2 2
2

4
2

1 1 1 1
2

x x x
x

x
x

+ − + = − == − =1 2 2cos sinx x �

x به‌دست می‌آوریم: = روش دوم: حاصل عبارت داده شده را به‌ازای�30

 x = + − + = + − +30 30 1 30 30 1 30 1
4

1 3 9
16

12 2 4 2� � � � �: sin ( cot ) cos ( tan ) ( ) (
11
3

1
4

4 9
16

4
3

1 3
4

1
4

) ( ) ( )= − = − = �

گزینۀ »3« رخ می‌دهد. که این اتفاق فقط در  1 شود 
4

x برابر = که به‌ازای�30 گزینه‌ای درست است  پس 
 x = = =30 30 1

2
1
4

2 2� �: sin ( ) �

 sin
tan

sin cos2
2

2 21
1

1 1x
x

x x−
+

− = − − 1 است، پس داریم:� 12
2

+ =tan
cos

x
x

روش اول: می‌دانیم 	2 	

 sin cos ( cos x) cos cos cos cos2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2x x x x x x− − = − − − = − − − = − sin می‌توان نوشت:� cos2 21x x= − حالا با استفاده از رابطۀ

 x = −
+

− = − + − = − − = −0 0 1
1 0

1 0 1
1 0

1 1 1 22
2

� �
�: sin

tan
x به‌دست می‌آوریم. پس داریم:� =0� sin را به‌ازای

tan

2
2

1
1

1x
x

−
+

− روش دوم: مقدار

x = − = − = −0 2 0 2 1 22 2� : cos ( ) ( ) گزینۀ »2« رخ می‌دهد، ببینید:� که این اتفاق فقط در  2− شود  x برابر =0� که به‌ازای گزینه‌ای درست است  پس 

1 است، پس داریم: 12
2

+ =tan
cos

x
x

1 و 12
2

+ =cot
sin

x
x

می‌دانیم 	2 	1

1
1
2

1
4

2

2

2

2
2 2sin

cos

cos

sin
cot cotx

x

x

x
x x= = =  → =»j ·H¼U �

sin2 می‌توان نوشت: x برای محاسبۀ

1 1 1 1
4

1 5
4

1 4
5

0 82
2 2 2

2+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =cot
sin sin sin

sinx
x x x

x / �

1، پس می‌توان نوشت: 12
2

+ =cot
sin

x
x

گفتیم که 	4 	

 1 27

1

27 1 27 1
27

2 2

3
3 3+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  → =cot

sin
sin
sin sin

sin sin
x
x

x
x x

x x
11
3

�

cosx است و در نتیجه انتهای کمان x در ناحیۀ دوم دایرۀ مثلثاتی قرار دارد که برای محاسبۀ <0 ، پس حتماً sinx = 1
3

sin است و cosx x+ از طرفی چون0>

tanx می‌توان نوشت:

 1 1 1 1
1
9

1 9 82
2

2 2 2+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =cot
sin

cot cot cotx
x

x x x
SwH ³»j ÍMn nj x x

xx x → = −  → = −=
cot tan

tan
cot2 2 1

2 2

1

�

1 می‌توان نوشت: 12
2

+ =cot
sin

x
x

sin و cos2 2 1x x+ = روش اول: با استفاده از اتحاد مزدوج و رابطه‌های 	1 	

 cos sin
cot

(cos x sin x)(cos x sin x)4 4
2

2 2 2 2

1

1
1

1
1

x x
x

− +
+

= − + +� ��� ���

ssin

cos sin sin cos

2

2 2 2 2

x

x x x x= − + = �

cos می‌باشد. 
tan

2
2

1
1

x
x

=
+

و می‌دانیم که

x به‌دست می‌آوریم: = روش دوم: حاصل عبارت داده شده را به‌ازای�30

 x = − +
+

= − +
+

= −30 30 30 1
1 30

3
2

1
2

1
1 3

9
16

14 4
2

4 4
2

� � �
�: cos sin

cot
( ) ( )

( ) 116
1
4

9 1 4
16

12
16

3
4

+ = − + = = �

گزینۀ »1« رخ می‌دهد. که این اتفاق فقط در  3 شود 
4

x برابر = که به‌ازای�30 گزینه‌ای درست است  پس 

 x =
+

=
+

=
+

= =30 1
1 30

1

1 3
3

1

1 1
3

1
4
3

3
42 2

�
�:

tan ( )

�
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گزینه‌ها می‌پردازیم: به بررسی  	4 	

  − می‌باشد. = −32 25 ) است، پس )− = −2 325 گزینۀ »1«: می‌دانیم

  256 می‌باشد. 44 = 4 است، پس 2564 = گزینۀ »2«: می‌دانیم

  1 می‌‌باشد.
8

1
4

1
2

3 = = ) است، پس )
1
2

1
8

3 = ) و )
1
2

1
4

2 = گزینۀ »3«: می‌دانیم

  که این دو عدد با هم برابر نیستند. 1024 می‌باشد  45 = 16 و 24 = 4 است، پس 10245 = 2 و 164 = گزینۀ »4«: می‌دانیم

− است، پس داریم: = −64 43 ) و در نتیجه )− = −4 643 می‌دانیم 	1 	

 2 96 64 2 96 4 2 100 2 10 833 3 3 3 3− − − = − − − = − = − = −( ) �
− می‌باشد. = −8 23 ) است، پس )− = −2 83 از طرفی چون

− می‌باشد و داریم: = −1
32

1
2

5 ) است، پس )− = −1
2

1
32

5 می‌دانیم 	3 	
 0054 1

32
0054 1

2
002753 3 3/ / /− = × − = −( ) �

− می‌باشد. = −0027 0 33 / / ) است، بنابراین )− = − = −3
10

27
1000

00273 / از طرفی می‌دانیم

گزینه‌ها می‌پردازیم: به بررسی  	3 	

  2 می‌باشد. 2 4− − =( ) که اختلاف آن‌ها 2− هستند  گزینۀ »1«: ریشه‌های چهارم عدد 16 اعداد 2 و

   گزینه هم درست است. که این دو ریشه قرینۀ هم هستند، پس این  گزینۀ »2«: هر عدد مثبت دو ریشۀ دوم دارد 

  گزینه نادرست می‌باشد. گفتیم که جواب رادیکال با فرجۀ زوج حتماً عددی مثبت است، پس این  گزینۀ »3«: 

  گزینه هم درست است. گزینۀ »4«: هر عدد مثبت، یک ریشۀ سوم مثبت و هر عدد منفی، یک ریشۀ سوم منفی دارد و در نتیجه این 

همان‌طور که در توضیحات درسنامه گفتیم، عددهای منفی ریشۀ چهارم ندارند. گزینه‌های »1« و »4« خیلی واضح‌اند که مثبت هستند، پس ریشۀ  	3 	

چهارم دارند.

گزینه هم ریشۀ چهارم دارد. پس پاسخ تست  عددی مثبت است و در نتیجه این  2
24− +π

4، پس حاصل 24 5< < گزینۀ »2« با توجه به آنکه از طرفی در 

گزینۀ »3« است.

گزینۀ »2« است، دلیلش را ببینید: 28 شود. پاسخ تست  16 3− که وقتی به توان چهار می‌رسد، جوابش گزینه‌ای قابل قبول است  	2 	

( ) (( ) ) ( ) ( )1 3 1 3 1 3 2 3 4 2 3 16 12 16 3 28 16 34 2 2 2 2− = − = + − = − = + − = − �
اگه دوست دارید می‌تونید بقیۀ گزینه‌ها رو هم بررسی کنید.

a b a b3 35 15 35=  → = ·H¼U برای خلاص شدن b از رادیکال، طرفین تساوی را به توان 5 می‌رسانیم، پس داریم:� 	4 	

a می‌رسیم، در نتیجه ریشۀ پنجم عدد b برابر a است. b5 = گرفتن از طرفین رابطۀ بالا به تساوی حالا با ریشۀ سوم 

گزینه‌ها می‌پردازیم: به بررسی تک‌تک  	2 	

که تنها ریشۀ دوم آن صفر است.  گزینۀ »1«: عدد صفر نامنفی است 

m− هم ریشۀ دوم n است.  ) می‌باشد، پس )− =m n2 m است و با توجه به اینکه n2 = m ریشۀ دوم n باشد، پس گر گزینۀ »2«: ا

و   3 2− 0 می‌باشد، پس دوتا ریشۀ دوم قرینه دارد، یکی 2/ تقریباً  5 2 6− ، حاصل 6 2 4� / با فرض که  5 عددی مثبت است چرا  2 6− گزینۀ »3«:

 . 2 3− دیگری

4، پس ریشۀ سوم آن بین دو عدد 4 و 5 است نه 3 و 4.  102 53 3< < گزینۀ »4«: همگی می‌دانیم

گزینه‌ها می‌پردازیم: به بررسی  	3 	

2 :گزینۀ »1« 7 3 2 7 32 2< < ⇒ < <  2 :گزینۀ »2«	 21 3 2 21 33 3 3< < ⇒ < <  	

1 :گزینۀ »3« 14 2 1 14 24 4 4< < ⇒ < <  2 :گزینۀ »4«	 35 3 2 35 35 5 5< < ⇒ < <  	
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x است، می‌توان نوشت: x2 5 1+ = با استفاده از اتحاد جمله مشترک و با توجه به این‌که 	1 	

 ( )( )( )( ) ( )(x )(x )(x ) ( )(x x x x x x x x x− + + + = − + + + = + − +2 1 4 7 2 7 1 4 5 14 52 2 ++  → − + = − = −+ =4 1 14 1 4 13 5 65
2 5 1) ( )( ) ( )( )x x �

 x
x

x x x x
x+ =  → + = ⇒ − = −×2 4 2 4 4 22 2( ) x در x، داریم:� x+ =2 4 با ضرب طرفین معادلۀ 	4 	

حالا برای محاسبۀ خواستۀ مسئله با استفاده از اتحاد جمله مشترک، می‌توان نوشت:

 ( )( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )(x x x x x x x x x x x x− − − + = − + − − = − − − +5 3 1 1 5 1 3 1 4 5 42 2 33 2 5 2 3 7 1 7
2 4 2

) ( )( ) ( )( )'''''''''''
x x− =− − − − + = − = − �

 abc از   2( )ab ac bc+ + عبارت در  گر  ا می‌باشد.  برقرار   ( ) ( )a b c a b c ab ac bc+ + = + + + + +2 2 2 2 2 رابطۀ سه‌جمله‌ای  مربع  اتحاد  طبق  	4 	

کتور بگیریم، برای محاسبۀ خواستۀ مسئله می‌توان نوشت: فا

 ( ) ( ) ( ) ( )( )a b c a b c abc
c b a a b c

+ + = + + + + + ⇒ = + + + ⇒2 2 2 2 22 1 1 1 7 17 2 12 1 1 1 244 1 1 1 32 1 1 1 32
24

4
3

( )
a b c a b c

+ + = ⇒ + + = = �

a می‌باشد. b c− − −+ +1 1 1 همان1 1 1
a b c

+ + توجه داشته باشید

یکی از اتحادهایی که سال‌های قبل در کتاب درسی بود و الان نیست، اتحادی به نام اویلر است ولی چون در بعضی از تست‌ها قابل استفاده است در  	2 	

، در این‌صورت داریم: ( )a b c+ + =0 b و c سه عدد حقیقی باشند که مجموعشان صفر شود a, گر دل این تست توضیح مختصری می‌دهیم. این اتحاد می‌گوید که ا

 a b c abc3 3 3 3+ + = �
حالا برویم سراغ حل مسئلۀ خودمان. اول از همه مخرج مشترک می‌گیریم، پس داریم:

 a
bc

b

ac

c

ab

a b c

abc

2 2 2 3 3 3
+ + = + + �

a و می‌توان نوشت: b c abc3 3 3 3+ + = ، پس به کمک اتحاد اویلر a b c+ + از طرفی طبق فرض مسئله0=
 a b c

abc

abc

abc

3 3 3 3 3+ + = = �

) را بسط می‌دهیم،  )1 2 3 42 3 2+ + +x x x اتحاد مربع چهارجمله‌ای که در درسنامه برایتان آورده‌ایم را به‌خاطر دارید؟ به کمک این اتحاد، عبارت 	3 	

پس داریم: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) (( )( ) ( )( ) .1 2 3 4 1 2 3 4 2 1 2 1 32 3 2 2 2 2 3 2 2+ + + = + + + + + +x x x x x x x x ... ( )( ) ... ( )( ))+ + +2 3 3 42 2 3x x x x �

، ضریبشان زوج است )قبوله؟(، پس فقط جملات  2 ضریب پرانتز 2 است، پس همۀ جملات این پرانتز 1 2(( )( ) ...)x + گر کمی باهوش باشید می‌بینید که در عبارت ا

9 ضریب‌هایشان فرد است، یعنی تنها دو عبارت، ضریب فرد دارند. 2x که به وضوح فقط 1 و 16 را بررسی می‌کنیم  6x 9 و 4x ،4 2x ، یعنی 1، بیرون پرانتز

 x x x x x x3 2 25 4 5 4 1 4− + = − + = − −( ) x(x )(x ) کتورگیری از x و استفاده از اتحاد جمله مشترک برای تجزیۀ این عبارت می‌توان نوشت:� با فا 	3 	
x وجود ندارد. −2 همان‌طور که مشاهده می‌کنید در تجزیۀ این عبارت عامل

x می‌توان نوشت: x5 16− کتورگیری از x و استفاده از اتحاد مزدوج برای تجزیه عبارت با فا 	3 	

 x x x x x x x5 4 2 2 216 16 4 4 2 2 4− = − = − + = − + +( ) ( )( ) x(x )(x )(x ) �
x2 وجود ندارد. 2+ همان‌طور که مشاهده می‌کنید در تجزیۀ عبارت، عامل

، مراحل زیر را دنبال می‌کنیم: x x x5 35 36− − برای تجزیۀ عبارت 	4 	

 x x x x x x5 3 4 25 36 5 36− − − −''''''''' ''''''''''
ÁoÃ¬n¼T¨IÎ ¥oTz¶ ¾

( )
±±µ] Z»jq¶ jIdUH
x x x x x x x( )( ) ( )( )( )2 2 29 4 3 3 4− + − + +''''''''''' �

x وجود ندارد. همان‌طور که مشاهده می‌کنید در تجزیۀ این عبارت، فقط عامل9−

 x x x x2 23 43 231 1 1+ = + − +( )( ) a می‌توان نوشت:� b a b a ab b3 3 2 2+ = + − +( )( ) با استفاده از اتحاد چاق‌و‌لاغر یعنی رابطه 	4 	

B و خواستۀ مسئله برابر است با: x= − 23 A و x= 43 در نتیجه
 AB x x x x x x= − = − = − = −43 23 43 23 63 2( ) �
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 F C1 1
9
5

32= + گر رابطۀ دماها در حالت اول به صورت x∆ است. ا x x= −2 1 x∆ نمایش می‌دهیم و برابر تغییرات هر کمیت دلخواه مانند x را با 	3 	

F باشد، داریم: C2 2
9
5

32= + و در حالت دوم به‌صورت
F F C C F F C C F C2 1 2 1 2 1 2 1

9
5

32 9
5

32 9
5

9
5

− = + − + ⇒ − = − ⇒ =( ) ( ) ( ) ∆ ∆ �

. پس داریم: ∆F = از طرفی طبق فرض مسئله دما برحسب فارنهایت باید 81 درجه افزایش بیابد، یعنی81

81 9
5

5
9

5 9 45
981= ⇒ = × = × =∆ ∆C C �

پس در این صورت دما برحسب سانتی‌گراد 45 درجه افزایش یافته است. 

ابتدا یک شکل به‌صورت مقابل برای مسئله در نظر می‌گیریم: 	2 	

πr است. پس می‌توان نوشت: h2 4 و حجم استوانه با ارتفاع h و شعاع قاعدۀ r برابر
3

3πr r برابر کره به شعاع می‌دانیم حجم یک 

 V = × +2 1
2

4
3

303 2( r ) r ( )π π

½o¨ï´Ãº »j ´\e ¾ºH¼TwH ´\e� ��� ��� ��� �� == +4
3

303 2π πr r �

B روی نمودار  A و B است، از طرفی با توجه به این‌که x y( , )− B به‌وضوح به‌صورت مختصات نقطۀ 	4 	

y قرار دارند، برای محاسبۀ مساحت مثلثOAB می‌توان نوشت: x= −1 2 تابع

 S = × ×1
2

½køI¤ ÌIÿUnH = − = −1
2

2 1 2 3( )( )x x x x �

S به‌دست می‌آوریم. پس داریم: ab= 1
2

sinθ ABC را با استفاده از رابطۀ
∆

ADE و
∆

مساحت دو مثلث 	2 	

 ADE S x∆
: (x)( x)sin ( x )( )= = =1

2
2 30 1

2
2 1

2 2
2

2
� �

 ABC x∆
:S ( x)( x)sin ( x )( )= = =1

2
3 6 30 1

2
18 1

2
9
2

2
2

� �

در نتیجه مساحت ناحیۀ رنگی برابر است با:
 S S

x x x
x

ABC ADE
∆ ∆− = − = =9

2 2
8
2

4
2 2 2

2 �

x زیر  گزینۀ »3« متغیر کسر و در  x در مخرج  گزینه‌های »1« و »4«، متغیر گزینۀ »2« یک تابع چندجمله‌ای است. در  فقط تابع داده شده در  	2 	

رادیکال قرار دارد، پس این توابع چندجمله‌ای نیستند.

گزینه‌ها می‌پردازیم: به بررسی  	3 	

 که به‌وضوح یک تابع چندجمله‌ای می‌باشد. y است  x= − = −(x )1 133 گزینۀ »1«: می‌دانیم

تابع  یک  که  می‌باشد   y x= − + = − +| x x | x2 21 1 و است  مثبت  همواره  عبارت  این  پس  می‌باشد   a >0 و  ∆ <0 ، x x2 1− + دوم درجه  عبارت  در   :»2« گزینۀ 

 چندجمله‌ای است.

 y می‌باشد که به وضوح یک تابع چندجمله‌ای نیست. x x= + + = + = +2 22 1 1 1(x ) | x x) است. پس| )+1 x در واقع همان2 x2 2 1+ + گزینۀ »3«: می‌دانیم

 که یک تابع چندجمله‌ای می‌باشد. y قابل نوشتن است  x x
x

x

x

x= + = + = +3 2 22
5

2
5

2
5

(x ) گزینۀ »4«: ضابطه این تابع به‌صورت

 f x x x( ) | |= + = +2 21 1
SLX¶
� x2 همواره مثبت است، پس داریم:� 1+ می‌دانیم عبارت 	4 	

) یک چندجمله‌ای است. , )−∞ +∞ در نتیجه این تابع به‌ازای همۀ اعداد حقیقی یعنی

 x f b b= = + + = ⇒ =0 0 0 0 2 2: ( ) f است. پس داریم:� ( )1 5= f و ( )0 2= طبق فرض مسئله 	3 	

 x f a b a ab= = + + =  → + = ⇒ ==1 1 1 5 3 5 22: ( ) �

2− را قرار می‌دهیم: x عدد f در تابع به‌جای ( )−2 f است و برای محاسبۀ x x x( ) = + +2 23 در نتیجه

 x f= − − = − + − + = − − + = −2 2 2 2 2 2 2 8 2 2 163: ( ) ( ) ( ) ( ) �

 x a a a= = + = ⇒ = ⇒ =: f(a) a5 2 12 5 10 2 f است. پس داریم:� a( ) =12 f و x x( ) = +5 2 طبق فرض مسئله 	1 	

 x b g b b b b b= = − = ⇒ = ⇒ = ⇒ =: ( ) 2 51 3 2 54 27 33 3 3 g می‌باشد. پس می‌توان نوشت:� b( ) = 3 g و x x( ) = −2 513 از طرفی

− می‌باشد. + = −5 2 3 که مقدار آن f است  (a b) f( )− = −1 در نهایت خواستۀ مسئله
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که مجموع ارقام آن‌ها برابر 6 باشد. حالا  } می‌توان اعداد سه رقمی با ارقام متمایز ساخت  , , }1 2 3 } و , , }0 2 4 } و , , }01 5 با هر یک از دسته ارقام 	2 	

مسئله را در سه حالت زیر بررسی می‌کنیم:

 2 2
4

1× × = } می‌توان نوشت برابر است با:� , , }01 5 که با ارقام حالت اول: تعداد اعداد سه رقمی‌ای 
 2

4
2 1× × = } می‌توان نوشت برابر است با:� , , }0 2 4 که با ارقام حالت دوم: تعداد اعداد سه رقمی‌ای 

 3
6

2 1× × = } می‌توان نوشت برابر است با:� , , }1 2 3 که با ارقام حالت سوم: تعداد اعداد سه رقمی‌ای 
4 می‌باشد. )در حالت‌های اول حواسمون هستش که رقم صدگان نمی‌تونه صفر باشه!( 4 6 14+ + = در نهایت طبق اصل جمع، تعداد کل حالات برابر با 

با توجه به اینکه می‌خواهیم این عدد زوج باشد، یکان آن باید 2 یا 4 یا 6 یا 8 یا صفر باشد. امّا با توجه به متقارن بودن آن، هر عددی که در یکان  	3 	

قرار می‌گیرد در صدگان هم قرار می‌گیرد، پس صفر برای یکان قابل قبول نیست و در نتیجه یکان 4 حالت و صدگان 1 حالت دارد، امّا دهگان هر یک از ارقام صفر تا 

9 می‌تواند باشد. پس داریم:

 1 40
10 4× × = �

می‌دانیم از هر یک از اعضای A دقیقاً باید یک پیکان به مجموعه B خارج شود پس برای هر عضو A چهار حالت داریم و در نتیجه تعداد توابع از  	3 	

4 است. 4 4 4 643× × = = مجموعۀ A به B برابر با

که از هر عضو A دقیقاً یک فلش خارج شود، پس هر یک از اعضای 2، 3 و 4 از مجموعۀ A سه حالت برای انتخابشان  شرط تابع بودن این است  	3 	

 B به A برود پس دو حالت دارد. در نتیجه طبق اصل ضرب، تعداد توابع از مجموعۀ a نمی‌تواند به A دارند، ولی با توجه به محدودیت مسئله، عضو 1 از مجموعۀ

2 تا است. 3 3 3 54× × × = گفته شده برابر با شرط 

3 می‌شه؟ 814 = B برابر Aبه کسی هست که ندونه تعداد کل توابع از مجموعۀ
B برود. A دقیقاً به یک عضو که هر عضو B زمانی تابع است  A به یک رابطه از 	3 	

1 وصل شود  3 4 5, , , c هم می‌تواند به یکی از ) باشد، پس یک حالت دارد.  , )a 3 a باید به 3 وصل شود تا تابع شامل زوج مرتب a مشخص است! تکلیف

B برابر است با: A به )4 حالت(. دو حرف b و d هیچ محدودیتی ندارند، پس هر کدام از آن‌ها 5 حالت دارند، بنابراین طبق اصل ضرب، تعداد توابع مطلوب از

 1 4 5 5 100× × × = �

 6 6 5 720 6 120 720 720! != × ⇒ = × ⇒ =  گزینۀ »4« درست است، ببینید:� گزینه‌های داده شده فقط رابطۀ داده شده در  از بین  	4 	

گزینه‌ها می‌پردازیم: حالا به بررسی سایر 

6 :گزینۀ »1« 3 3 720 6 6! ! ! ,= + ⇒ = +  8 :گزینۀ »2« 4 2 40320 24 2! ! ! ,= × ⇒ = ×  ) :گزینۀ »3« !) ! ( )3 9 6 3628802 2= ⇒ =  �

 15 15 14 14 15 14 15 1 15 14 16 16 15 14 16( ! !) ( ! ( )) ! ! !× + = + = × × = × × = ، عبارت را ساده می‌کنیم:� کتورگیری در داخل پرانتز با فا 	2 	

n است. پس داریم:
n
!

( )!− =
2

طبق فرض مسئله90 	3 	

 n
n

n n

n
n n n

!
( )!

( )(n )!

( )!
( )− = − −

−
= − = = × ⇒ =

2
1 2
2

1 90 10 9 10 �

) می‌باشد. )! ( )! !
n
2

10
2

5 120= = = پس

کنیم و داریم: ) استفاده  )(n )!n2 29 10− − ) می‌توانیم از )!n2 9− n است، پس در معادلۀ داده شده به‌جای n n! ( )!= −1 همگی می‌دانیم 	3 	

 ( )!

( )( )!

( )( )!
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n n

n n

n n
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2

2 2

2
9

3 10
14
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14
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+ −

= ⇒ − −
+ −

= Z»jq¶ jIdUH →
− +

+
= ⇒ − = ⇒ = + =

( )( )n n

n
n n

3 3
3

14 3 14 14 3 17 �

کتوریل، می‌توان نوشت: گفته شده برای فا با استفاده از قوانین  	2 	
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[ ( )]!
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(

2 1
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2 1
2 2

2 1 2 2 1 2 2
2
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x x x x

x

+
− = +

− = + − −
−−

= + − = − = −
2

2 1 2 2 1 2 4 1 8 22 3
)!

( )( )( ) ( )( )x x x x x x x �

a b c+ + = − + =8 2 0 6 c می‌باشد، پس:� b و0= = −2 ، a = 8 ax به وضوح bx c3 + + با مقایسۀ عبارت به‌دست آمده با
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n است. برای آن‌که سه تاس اعداد متوالی باشند، یکی از حالت‌های زیر پیش می‌آید: S( ) = =6 2163 در پرتاب سه تاس، تعداد اعضای فضای نمونه‌ای 	2 	

 ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 �

 n A P A( ) ( )= × = ⇒ = =4 6 24 24
216

1
9

3 حالت جابه‌جا می‌شوند. پس داریم:� 6!= که اعضای هر یک از این دسته‌ها

} انتخاب و آن‌ها  , , , }1 2 6… n است. حالا کافی است سه عدد از مجموعۀ S( ) = =6 2163 تعداد اعضای فضای نمونه‌ای پرتاب سه تاس برابر 	1 	

کنیم، پس داریم: را از بزرگ به کوچک مرتب 
 n A( ) = 





=
6

3
20 �

 P A( ) = =20
216

5
54

در نهایت احتمال مطلوب برابر است با:�

n می‌باشد. برای محاسبۀ تعداد حالات مطلوب، با استفاده از  S( ) = =6 2163 می‌دانیم تعداد اعضای فضای نمونه‌ای در پرتاب سه تاس برابر 	3 	

که در هر سه تاس اعدادی متمایز ظاهر می‌شود را از تعداد کل حالات کم می‌کنیم. پس داریم: اصل متمم تعداد حالاتی 

 n A( ) ( )= − × × = − =216 6 5 4 216 120 96 �

P می‌باشد. A n A

n S
( )

( )

( )
= = =96

216
4
9

در نتیجه احتمال مطلوب برابر با

تاس مورد نظر در هر یک از پرتاب‌ها می‌تواند 4 یا 6 بیایند، یعنی دو حالت دارد. پس تعداد اعضای فضای نمونه‌ای این آزمایش برابر است با: 	2 	

 n S( ) = × × =2 2 2 8 �

که در پرتاب اول 6 و در پرتاب دوم 4 ظاهر شود، اما پرتاب سوم می‌تواند 4 یا 6 باشد. پس داریم: از طرفی حالت مطلوب مسئله این است 

 n A( )
{ } { } { , }

= × × =1 1 2 2

6 4 4 6

�

P می‌باشد. A n A

n S
( )

( )

( )
= = =2

8
1
4

در نهایت احتمال مطلوب

گرفت: با توجه به اینکه در پرتاب تاس اول چه عددی ظاهر می‌شود، نموداری به‌صورت زیر می‌توان در نظر  	3 	

در نتیجه طبق اصل جمع داریم:

 P A( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= × + × + × + × + × = + +1
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1
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216

1
36

24
216

1
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+ + = = �

n(S) است. از طرفی برای محاسبۀ حالت‌های مطلوب کافی است سه سکه انتخاب  = =2 164 تعداد اعضای فضای نمونه‌ای این آزمایش برابر با 	4 	

که »پشت« بیاید. پس داریم: کنیم  که »رو« بیاید یا سه سکه انتخاب  کنیم 
 n A P A

n A

n S
( ) ( )

( )

( )
= 



 +



 = + = ⇒ = = =4

3
4
3

4 4 8 8
16

1
2

�

n عضو دارد. حالا برای محاسبۀ تعداد حالاتی که حداقل 3 بار »پشت« ظاهر شده است، می‌توان نوشت: S( ) = =2 325 فضای نمونه‌ای پرتاب 5 سکه 	3 	
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
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P است. A n A

n S
( )

( )

( )
= = =16

32
1
2

پس احتمال مطلوب برابر
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پرتاب دوم

پرتاب سوم
پرتاب اول
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5 بار »پشت« ظاهر شود.
4 بار »پشت« ظاهر شود.

3 بار »پشت« ظاهر شود.
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